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数学 命题 与 证 明 
0-1 命题 
我 们 不 打算 对 “ 真 " 与 “ 假 ” 的 意义 进行 哲 举 式 的 讨论 ， 而 是 认 
为 这 两 个 字 的 意义 是 已 知 的 ， 我 们 将 命题 定义 为 任 一 组 符号 ， 壕 
组 符 导 构 成 一 个 有 意义 的 论断 , 且 具 有 性 质 : 这 一 论断 衫 切 地 为 真 
或 确切 地 为 假 , 但 不 能 既 真 又 假 . 
例 1.1 下列 三 项 各 为 一 命题: 
(a) 乔治 * 华 蕊 顿 是 个 卖 国 髓 
{b) 2 十 2 一 4 
(0) 月 亮 是 绿 乳 酷 制 成 的 . 
例 1.2 下 列 三 项 都 不 是 命题 : 
(a) 所 有 的 minsy 从 前 都 是 borogrovet . 
(3) 小偷, 站住! 
(¢) 这 个 命题 是 假 的 . 
可 以 用 几 种 不 周 的 方式 把 几 个 俩 题 组 合 起 来 而 构成 新 的 命 
题 。 由 于 这 种 组 全 在 数学 里 杀 常 出 现 , 所 以 有 必要 把 它们 漠 明 白 ， 
以 便 认 识 特 定 的 句子 或 句子 组 所 表达 的 信息 . 
否定 也 将 是 最 简单 的 命题 演算 . 如果 了 为 任 一 命题 ， 我 们 可 
以 建立 一 组 符号 * 非 P"、 如 时 我 们 约定 在 与 了 为 假 完全 相同 的 
条 件 下 ,“ 非 p” 为 真 , 并 且 在 和 了 为 真 完全 相同 的 条 件 下 ,“ 非 "为 
假 ， 那 么 “ 非 六 这 组 符号 就 成 为 一 个 命题 ， 这 是 因为 了 是 作为 一 
原文 ATI minay were the borogroves”" 出自 爱丽 丝 奇遇 记 3， 诬 书 作者 爱 生 


个 字 ， 其 中 mimsy 和 5orogrove 乃 是 英语 中 不 存在 的 字 。 在 数学 中 是 认为 无 意义 
的 ，- 一 评 老 注 


个 命题 给 出 的 , 它 不 是 真 就 是 假 ， 不 会 既 真 又 候 , 而 上 面 所 提 到 的 
约定 赋予 了 “ 非 如 这 同样 的 性 质 , 所 以 “ 非 2”" 就 成 为 一 个 命题 . 

这 个 约定 归结 为 图 1. 1， 其 中 字母 “与 人 "分 别 用 来 表示 
“ 真 "与 “ 假 ”。 因 为 这 个 图 表 说 明了 在 秆 么 情况 下 命题 “ 非 ”为 真 ， 
所 以 称 它 为 “ 非 ”的 真 值 表 。， 当 然 ,此 表 也 说 明了 “ 非 ”为 假 的 那 
些 情况 ， 


2 非 也 
至 FF 
F T 


图 1.1 “ 非 真 全 表 

这 里 只 提 一 下 与 否定 有 关 的 另 一 件 事 根据 语法 ', 一 个 命题 
?的 省 定式 可 由 在 命题 了 内 部 的 某 处 添上 一 个 “ 非 "1' 字 来 构成 . 
也 有 可 能 用 其 它 的 迁 问 说 法 , 如 象 使 用 “这 是 假 的 ……，” 这 种 名 式 ， 
然而 这 些 都 很 容易 看 出 来 , 不 会 造成 混乱 的 ， 

否定 演算 是 作用 于 单个 命题 的 ， 图 1. 2 描述 两 种 演算 ， 它 们 
可 作用 于 两 个 命题 而 产生 另 一 个 新 命题 ， 若 了 是 一 个 命题 且 g 也 
是 一 个 命题， 我 们 可 以 建立 一 组 符号 “Pp 并 且 ”以 及 男 一 组 符号 
“ 史 或 9”， 如 果 我 们 做 如 图 1 2 中 给 出 的 真 与 假 的 约定 的 话 ,这 两 
组 符号 都 成 为 命题 . 以 上 所 说 的 基本 上 是 我 们 所 熟悉 的 , 但 有 一 点 
水 须 加 以 注意 ， 即 “或 "(or) 这 个 词 在 英文 的 一 般 用 法 中 有 两 种 不 
同 的 意思 , 有 的 时 候 , 它 意 味 着 两 种 可 选择 前 情况 中 , 恰 有 一 种 (两 
者 不 能 同时 均 可 ) 发 生 , 有 的 时 候 , 它 意 味 着 两 种 可 供 选 择 的 情况 
中 至 少 一 种 发 证. 《例如 : 我 要 和 玛丽 或 珍妮 去 跳舞 . 当 我 教 课 时 ， 
我 总 是 穿着 上 衣 或 结 个 领带 , ) 在 数学 里 以 “或 "的 第 二 种 意思 司 为 


1 此 指 美语 语 忠 . 
必 厌 文 为 “not”. 一 一 评 者 注 
2 ， 


标准 意义 . 即 我 们 将 总 是 在 “两 种 可 供 选择 的 情况 中 至 少 一 种 发 
生 " 这 个 意义 上 使 用 “或 "这 个 词 , 这 正 象 图 1, 2 中 所 表示 的 那样 . 


图 1.2 “Pp 并 且 和 "zp 或 9 的 真 值 表 
此 外 还 有 两 种 特别 重要 的 注 算 可 作用 于 两 个 命题 ， 这 两 种 演 
算 给 出 的 结果 分 别 为 : “车 2 则 有 和 “2 当 且 仅 当 7. 它们 由 图 1.3 
描述 出 来 ， 由 于 许多 数学 定理 都 是 用 这 两 种 形式 之 一 表达 的 ， 所 
以 仅仅 为 了 在 尝试 证 明之 前 理解 一 个 定理 的 意义 (或 理解 某 人 的 
证 明 ), 就 需要 知道 这 两 种 形式 . 


车 ? 则 9 了 汪 当 且 仅 当 了 


图 1.3 “ 蔡 p 则 与 "p 当 且 仅 当 "的 真 信 表 
可 认为 命题 “车 了 则 4g" 有 以 下 的 要 求 : 在 每 一 使 命题 为 真 
的 情况 下 ， 它 要 求 命题 9 也 为 真 ， 这 就 是 这 个 命题 的 金 部 要 求 . 
特殊 的 是 , 在 每 一 使 命题 p 为 假 的 情况 下 , 这 一 命题 不 要 求 任何 东 
西 。 要 强调 的 是 命题 “ 考 2 则 9” 既 不 表明 命题 ?为 真 ， 也 不 表明 
存在 一 个 过 程 , 使 人 能 够 从 出 发 ,通过 一 定 的 演算 而 最 终 达 到 g, 
此 命题 所 表 表 的 只 是 : 餐 当 了 为 真 时 4 也 为 真 . 
例 1.3 下 列 命题 为 真 : 
(四 若 2+2=5， 出 3+4=7. 
(8B) 车 3+2=5， 则 3 十 4 二 6。 


{ce) 若 2+2 一 4， 则 3 十 4 一 ?7. 
例 1.4 下 列 命题 为 慨 : 
(a) 车 2 十 2 二 4， 则 3 十 4 二 6 
任 一 具有 “ 阁 p 则 9" 形式 的 命题 称 为 入 法 (implication). 
在 英语 中 , 这 种 命题 可 以 用 多 种 不 同 的 方式 来 表达 ,图 1.4 给 出 了 
其 中 几 个 常用 的 表达 方式 .读者 应 该 能 够 认识 : 这 些 表达 方式 中 的 
每 一 今 都 与 命题 “车 了 了 则 9” 表达 同样 的 意思 . 
建议 每 个 学 生 都 要 非常 熟悉 每 个 特定 命题 的 各 种 不 同 的 形 
式 ， 这 样 他 就 能 以 这 些 形式 做 为 比较 的 标准 ， 去 决定 任 一 其 他 这 
样 命题 的 意义 , 这 命题 具有 与 他 的 标准 形式 之 一 相同 的 表达 形式 . 
例如 考 志 命题“ 知 果 我 有 1000 美元 , 那么 我 就 能 与 了 vette 约会 .” 
若 卫 则 好 
了 是 8 的 充分 条 件 
4 是 的 必 本 条 件 
2 剖 酒 4 


妆 由 于 了 

思 仅 当 卫 
除非 " 非 8” 
9 车 zp 


图 1.4 相同 蕴涵 的 不 同 表 梳 式 


(9) pp 当 且 羽 当 g 
他) 1 if 
(6) 是 是 2 的 沈 分 必要 条 件 
(8) 车 卫 则 和 反之 亦 然 

te) 和 当 县 羽 当 多 


1.5 等 价 命题 的 不 同 表达 式 


1 简略 写法 "地 六 意 措 “ 当 且 仅 当 ”Cif and owly 计 ")， 这 种 写法 经 常 该 使用， 以 
便 详 得 比 用 其 他 形式 容易 谈 的 效果 ， 一 不 著者 注 
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图 1,3 中 的 最 后 一 列 中 命题 “p 当 且 仅 当 g" 是 "p 洪 49 并且 
仅 当 的 一 个 简略 表达 方式 , 参照 图 1. 4 的 等 价 形 式 表 , 此 命题 可 
表达 为 “ 若 P 则 ,并且 车 4 则 zp. ”如 图 1. 3 所 示 , 这 个 命题 所 说 的 
是 :8 与 4? 具有 相同 的 真 值 ， 意 即 : 或 者 两 震 皆 真 ， 或 者 两 老 均 仍 
两 个 具有 相同 真 值 的 命题 p,9 称 为 等 价 ， 落 2,9 为 等 价 并 且 想 要 
证 明 2 为 真 , 那么 只 须 证 明 gq 为 磋 就 行 了 .与 一 福 一 样 , 等 价 命题 
有 儿 种 表达 方式 ， 图 1.5 列 出 了 那些 最 常用 的 形式 . 

将 命题 “ 若 p 则 "和 命题 “若非 g 则 非 史 各 作 一 真 值 表 , 很 容 
易 看 出 这 两 个 命题 是 等 价 的 . 由 此 , 潜 把 命题 “ 著 非 & 则 非 知 的 各 
种 表达 形式 包括 进去 ,图 1. 4 所 示 的 表达 形式 数目 就 得 增加 一 倍 ， 

在 数学 申 我 们 经 常 考 虑 诸如 x? 一 一 1 这 种 含有 一 个 或 多 个 变 
量 的 表达 式 ， 这 种 表达 式 不 是 命题 ， 因 为 我 们 不 能 说 出 这 种 表达 
式 是 真 或 假 , 除非 我 们 了 解 所 含 变 量 的 数值 是 怎么 回 事 ( 若 x 代表 
“ 狗 ”, 我 们 所 举 的 例子 就 成 为 无 意义 的 )， 当 这 些 灾 量 有 某 些 适 当 
的 辅助 条件 时 ， 这 种 表达 式 就 成 为 句子 ， 这 些 辅 助 条 件 称 为 生词 
(quonttfier)， 我 们 将 对 量词 的 两 种 不 同类 形 感 兴趣 .就 例子 
到 > 一 1 来 说 ,我们 能 够 得 到 两 个 句子 : 

对 所 有 的 实数 z, ie> 一 1 《1) 
和 
有 一 个 实数 2% 使 得 > 一 1. 《2) 

这 两 个 句子 都 为 真 ， 注意 : 若 我 们 考虑 的 不 是 实数 而 是 复数 
的 话 , 那么 第 一 个 句子 为 假 ， 但 第 二 个 和 句子 仍 为 真 。 显 然 句 子 (3) 
能 够 表达 为 : 如 时 3 为 一 实数 ， 则 > 一 J， 有 的 时 欣 则 要 求 读者 
从 上 正文 或 经 验 出 发 去 理解 量词 所 包含 的 部 分 条 件 . 这样 ， 如 时 
上 文 指出 考虑 的 是 实数 时 , 上 面 的 句子 (1) 可 简单 地 写作 : 

对 所 有 的 x 2>> 一 1, 
其 他 三 种 具有 完全 相同 的 意义 的 形式 是 : 


对 任 一 z, ?> 一 1. 

对 每 个 和 x, 2 一 1 

对 短 一 1 半 信守 一 1], 
同样 , 在 适当 的 上 文中 句子 (2) 可 写 为 : 

有 一 个 + 使 得 xz? 一 1. 
其 他 三 种 具有 完全 相同 的 意义 的 形式 是 : 

存在 一 个 wm 使 得 o2>> 一 1. 

对 某 个 zr? 一 1. 

至 少 有 一 个 xz, 使 得 空 > 一 1 

特 一 个 量词 作用 在 含有 一 个 变 基 的 表达 式 , 由 此 而 构成 句子 ， 

拟 乎 不 会 引起 混乱 ， 但 是 学 生 们 经 党 在 理解 上 的 困难 是 : 对 于 同 
一 个 表达 式 相继 地 使 用 了 两 个 不 辐 的 量词 , 所 表示 的 意思 是 什么 ? 
有 一 个 协定 (下 面 将 要 说 明 ), 它 非 常 有 助 于 解释 这 种 表达 式 ， 例 
如 , 车 碟 下 面 两 个 句子 ; 

对 任何 正 数 如 有 一 个 正 数 ,使 得 

好 一 所 一 0. 
有 一 个 正 数 y， 使 得 对 任何 正 数 *， 有 
好 一 扩 >>0， 
这 两 个 命题 是 不 相同 的 , 我 们 约定 : 句子 中 变量 的 顺序 规定 着 我 们 
对 变量 的 值 进行 选择 (或 决定 ) 的 次 序 、 由 此 ， 在 上 面 的 第 一 个 名 
子 中 ,< 先 被 所 及 , 然后 再 提 到 y; 这 就 意味 荐 先 选择 的 值 , 然后 ， 
在 知道 了 对 % 的 选择 后 , 再 对 乡 的 值 加 以 选择 .当然 , 这 两 个 选择 
还 有 另 一 个 不 向 之 处 , 即 我 们 必须 对 所 有 可 能 的 # 值 加 以 验证 而 
只 须 验证 一 个 3# 值 ; 旦 4 的 值 可 贿 z 值 的 改变 而 改变 .上 面 的 第 一 
个 命题 为 真 , 这 是 很 容易 看 出 的 . 不 管 正 效 > 如 何 选 取 , 我 们 可 选 y 
i 原文 为 for each. 
二 原文 为 Jr ever¥, 
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为 尖 w; 这 个 # 值 是 个 正 笋 ,并 且 可 有 : 
Tp 

现在 我 们 来 考虑 上 述 的 第 二 个 句子 ， 在 这 个 句子 里 , 先 所 及 # 
再 提 到 =， 因 此 Y 值 必须 先进 定 ， 在 选 定 # 值 之 后 再 选取 的 值 . 
再 则 , 员 然 一 个 ! 的 值 就 够 了 , 但 必须 验证 所 有 可 能 被 选取 的 x 的 
值 、 这 第 二 个 命题 是 假 的 。 因为 不 可 能 报 出 一 个 y 值 ， 使 得 当 ? 
等 于 此 值 并 保持 不 变 时 ,将 所 有 可 能 的 s 值 代入 式 于 一 冰 使 
字 一 咏 >0 恒 为 真 ， 事 实 上 ,很 如 有 人 建议 用 正 数 go 做 为 y 的 一 个 


值 ,那么 我 们 一 定 会 考虑 * 信 中 的 一 个 值 状 如, 而 由 这 两 个 值 就 
有 : 


1 3 
空 一 久 二 可 胃 一 天 = -0 


上 面 的 例子 说 明 包 含量 词 的 命题 的 证 明 过 程 。 注 意 ， 如 果 我 
们 考虑 的 是 一 个 具有 形 如 “对 所 有 的 二 ……* 的 命题 时 ， 为 了 证 明 
这 个 命题 为 真 , 就 需要 依次 考虑 ?的 每 个 值 , 或 者 给 出 一 个 对 每 个 
许可 的 #4 值 都 有 效 的 讨论 。 在 证 明 这 个 命题 为 假 时 ， 则 只 须 找 出 
一 个 的 详 可 值 不 满足 命题 中 由 虑 点 所 表示 的 条 体 就 行 了 ， 这 样 
的 x 值 称 为 命题 的 反例 

如 果 我 们 考虑 形 如 “有 一 个 %, 使 得 ……"” 的 命题 , 那么 为 了 
证 明 此 命题 为 真 , 只 要 给 出 一 个 x 的 许可 慎 作 为 例子 , 使 它 满足 由 
虚 点 所 表示 的 条 件 就 行 了 、 为 了 证 明 此 命题 为 假 ， 就 需要 考虑 每 
一 个 的 许可 值 ， 

还 有 一 点 需要 和 注意， 情况 有 时 候 是 这 样 的 ， 假 定量 词 可 以 从 
上 下 文中 看 出 来 , 而 不 把 它 写 出 来 ， 例 如 , 等 式 


tn 
1+2t 十 % 二 2 


可 能 应 该 理解 为: 


美 于 
明 , 习题 


对 所 有 的 正 整 数 由 1T+2 十 … 十 az 了 


-变星 出 现 的 有 序 相 类 的 约定 以 及 关于 词 命题 的 证 
中 将 给 出 进一步 的 练习 。 学 生 必须 透彻 地 理解 这 一 约定 , 


因为 这 整 本 书 里 处 处 用 到 它 ( 注 意 : 并 不 是 所 有 的 作者 都 接受 这 一 


约定 ). 


习题 


1. 下 列 
或 句 
设 是 
(ea) 
| 
(ce) 
(a) 
(ey) 
《了 了) 
(9) 
(下 ) 
(Ci) 
(17) 
Ck) 
(2) 
(mm) 
{n) 
{0} 
(2) 
(g) 
《7 
(a) 
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哪些 是 命题 在 这 些 命题 里 哪些 为 真 ? 对 某 些 题 可 能 需要 由 经 验 
于 的 上 下 文 做 出 某 些 假设 , 如 时 需要 , 就 做 些 奶 设 。 但 记 住 , 这 些 候 
由 你 作出 来 的 . 

142=3. 

和 人 A+OD=O. 

我 漂亮 . 

多 好 克 ! 

我 谭 迹 或 者 我 丑 . 

我 党 亮 江 且 我 肝 ， 

车 我 漂亮 则 我 秆 . 

我 漂亮 当 且 仅 当 我 导 . 

下 的 十 进 小 数 点 后 第 10,000 位 的 数字 为 $ 

不 写成 十 进 小 数 时 , 在 它 的 数字 里 有 无 淄 个 3. 
如 果 那 是 真 的 , 我 就 是 狼 了 于 的 起 叔 ， 

如 果 火 量 上 有 生命 , 那么 这 门 课程 就 很 有 趣 了 . 
让 那里 平静 . 

我 身高 七 英尺 多 除非 我 二 百 多 岁 . 

身高 超过 七 英尺 是 年 过 二 百 的 充分 条 件 . 

只 有 七 英尺 高 的 人 才 二 百 多 岁 ， 

所 有 七 疾 尺 高 的 人 都 二 百 多 岁 . 

车 2+2=4, 则 不 是 3+2=5 就 是 3+5=7， 
不 是 3+6=?, 就 是 若 2 十 2 一 4， 则 3 十 2 一 5. 


(8) 普 2+2=4, 则 3 二 2=5 且 3 十 6 一 7 
(w) 3 二 6 一 7， 目 车 3 十 3=4 则 3 十 2=-5. 
(9) 若 3+6=7, 则 2 二 2=5 且 3 十 2 一 5. 
(w) 3 二 2=5， 且 车 3 十 6 一 7， 期 2 十 2 一 5 
(Y)》 苦 2 十 2=4 且 3 二 6 一 7， 则 2 十 2=5. 
(9) 若 2+2=4 或 3+6=7, 则 2+2=5, 
(z) 若 ? 十 2=4 或 3+6=7， 则 3 十 ?=5 且 2 十 2 一 5 

。 淮 确 说 出 下 列 情况 中 命题 的 意义 并 决定 命题 为 真 或 为 假 ， 利 用 本 书 中 
所 解释 的 关于 出 现 题 序 的 约定 并 注意 你 自己 从 经 验 或 上 下 文中 所 加 的 
假设 . 
(oa)》 每 个 男人 都 有 -个 好 妻子 . 
(如 》 有 一 个 对 每 一 个 男人 都 是 完美 的 妻子 。 
(5) 对 每 个 24, 有 一 ,使 得 十 #==5， 
(9) 有 一 个 纵使 得 对 每 个 < 有 # 十 y=5。 
(ee ) 对 每 个 有 一 使 得 zy 一 z， 
( 子 ) 有 一 个 由 使 得 对 每 个 有 Ty = 
(9 ) 每 一 天 都 有 一 天 中 在 它 后 面 . 
{及 ) 有 一 天 跟 在 每 一 天 的 后 面 . 
《证 ) 对 每 个 数字 mn (0<w<1), 有 一 数字 y(1<y<2) ,使 得 = 十 ?一 2. 
(3) 有 一 数字 #(1<g<<2), 使 得 对 每 一 数字 zx(0<z<dD 有 3 二 3 一 2， 
(下 ) 有 一 数字 #(1<g<2)， 使 得 对 每 个 数字 z{0<5< 了 有 十 3<2. 
(了 每 个 父亲 有 一 个 孩子 , 使 得 : 车 孩子 超过 10 岁 : 则 父亲 超过 20 岁 ， 
(m) 有 一 个 臣子 使 得 : 对 每 个 父亲 , 车 这 个 玻 于 超过 10 岁 , 则 父亲 超过 
20 岁 . 
(mn) 有 一 个 臣子 ， 使 得 ， 荐 这 个 孩子 超过 10 岁 ， 则 每 个 父亲 都 超过 
20 岁 . 
(0) 对 短 一个 z(0<z<1) 有 一 个 ¥(1 < 之 yg 二 2)， 使 得 : 若 0 三 zy， 则 
了 十 zc 
(p) 有 一 个 8{1<#<2)， 使 得 : 对 每 个 3(0<#<1)， 若 0 和 ?< 加 则 名 
+2<2, 
《8) 对 每 个 实数 各 和 每 个 之 0 有 一 个 S> 小 使得: 落 |z 一 zol <3， 则 


EE 


(rT) 对 每 个 se>0 有 一 个 86>0, 使 得 : 对 和 登 个 实数 ma, 若 |z 一 zi 一 6 则 
[2 | <e, 

(8 ) 对 每 全 实数 x。 和 每 个 >0, 有 一 个 8>0, 使 得 : 若 |z 一 zi 一 上 则 
12 一 2zo| 一 z- 

(4) 对 每 个 e>0 有 一 个 5>0, 使 得 : 对 每 个 实数 zo, 若 1z 一 zi 和 则 
[2 一 2ro|<e， 

#3- 令 扩 9 和 7 为 任意 给 出 的 命题 , 证 明 下 刚 的 每 命题 与 其 作 的 每 一 个 
等 价 . 《提示 : 利用 真 信 表 表 示 ， 如果 这 些 命题 中 的 任何 一 个 为 真 ， 划 所 
有 命题 为 真 , 并 且 若 任何 一 个 为 假 , 则 全 部 为 假 . ) 

(ao) 车 卫 则 9 

(9) 闭 非 9 则 非 p. 

(5) 善 ?并 及 非 了 则 &. 

ta) 车 7 并 且 非 8g 则 非 P. 

《2) 营 pP 并 且 非 9 则 ?并 且 非 7. 


0-2 证 明 

数学 上 的 很 多 定理 都 可 以 写成 曹 洱 的 形式 : 车 Pp 则 本 节 
我 人 阐述 证 明 这 种 荀 洱 的 几 逢 可 能 方 靶 ， 我 们 只 过 论 一 般 证 明 方 
靶 并 且 假 定 学 生 们 都 邹 悉 证 明 中 每 一 步 物 的 有 效 性 . 

汪 与 & 为 给 定 的 命题 ， 我 们 知道 “ 若 2 则 ?当然 是 一 个 命题 ， 
那么 我 们 怎样 才能 够 证 明 它 是 一 个 真 命题 呢 ? 图 1. 3 的 真 值 表 中 
的 第 三 列 说 明 没有 必要 去 券 虚 2 为 假 的 任何 情况 ， 因 为 在 那些 情 
况 下 , “ 若 了 则 外 恒 为 真 , 不管 所 用 的 是 什么 命题 , 由 此 ,我 们 可 
把 注意 力 良 制 在 2 为 真 命题 的 情况 ， 即 是 说 可 以 从 命题 ?为 真 这 
个 假设 出 发 , 而 在 这 种 悄 况 下 ,图 1. 3 表明 了 蕴 活 “车 ? 则 4” 只 能 
在 g 为 真 的 相同 情况 下 才能 为 真 . 也 就 是 说 。 我 们 希望 能 得 到 9 
为 真 的 结论 . 随 之 我 们 也 就 明白 了 , 证 明 蓝 涵 “ 若 了 则 gq” 的 一 个 可 
能 方法 是 , 从 假定 命题 2 为 真 出 发 而 演 释 出 9 为 真 , 在 这 一 演 释 过 
程 中 ,任何 有 效 的 步 又 都 可 以 使 用 , 一 个 由 这 种 方法 完成 的 证 明 称 
* 10 ， 


为 蕴涵 “ 茹 7P 则 9" 的 直 痰 证 法 {direrct proof). 

例 2.1 给 出 一 个 齐 注 “ 若 了 则 "的 直接 证 明 : 沙 m 是 一 个 
奇 整数 , 则 n? 为 一 奇 整数 . 

证 明 ; 由 假设 , 我 们 知道 内 是 一 仿 奇 整数 , 因此 ?一 1 是 一 全 侦 
整数 ， 由 此 ,去 似 一) 是 一 个 整数 , 设 它 为: 

让 (a 一 DD =m, 
对 wn 解 出 这 个 方程 , 得 
n=2m 二 +1, 
方程 两 边 同 时 平方 , 得 
n= (2m+1)?=2(2m’+2m) 二 1 

这 最 后 的 形式 表明 wr? 是 一 个 闸 整 数 ， 证 明 完毕 。， 妇 

我 们 已 经 提醒 过 , 如 果 两 个 命题 等 价 , 那么 对 其 中 一 个 命题 的 
证 明 也 就 是 对 另 一 个 命题 的 证 明 ， 第 0-1 节 中 的 习题 3 列 出 了 
5 个 命题 , 其 中 的 每 一 个 都 与 蕴涵 “ 若 jp 则 4" 等 价 , 且 都 上 有 蕴涵 
的 形式 ， 因 而 我 们 只 须 给 出 这 些 奏 涵 中 任 一 命题 的 一 个 直接 证 明 
就 可 以 了 ， 第 0-1 节 中 习题 3 从 人 到 (e) 的 董 狂 中 任何 一 个 命题 
的 一 个 直接 证 法 称 为 葡 涵 “ 若 卫 则 g” 的 一 个 间接 证 法 (indirect 
2700f)、 这 样 的 证 法 (万 其 是 那些 基于 形 如 (6)，( 中 或 (2) 的 蕴涵 
的 证 明 ) 有 了 时 也 称 为 耶 诈 证 法 (proofs by controdictiion). 有 各 
种 特殊 的 名 称 用 来 称呼 送 些 间接 证 法 的 特殊 型 式 ， 在 此 我 们 不 去 
详 谈 . 

例 2.2 给 出 下 述 草 涵 的 一 个 间接 证 明 : 若 x 是 一 个 整数 , 它 
的 平方 为 偶 ( 整 ) 数 , 则 x 为 偶数 . 

证 明 : (用 开 盾 证 法 ): 令 了 为 命题 : 

为 整数 , 其 平方 为 偶数 ， 
令 4 为 命题 : 
， 了。 


mn 为 偶数 . 
用 这 些 记 号 ， 和 去 求 我 们 给 出 … 个 莹 涵 “ 攻 了 则 ”的 间接 证 明 ， 我 
们 将 给 草 涵 “若非 9 则 非 x” 一 个 直接 证 明 .将 这 个 蕴 少 完全 和 写 出 
来 就 是 : 
若 % 不 是 一 个 偶数 ， 
则 x 不 是 一 个 平方 为 个 数 的 效 数 ， 
由 假设 , 我们 有 :% 不 是 一 个 假 数 ， 我 们 考 虚 两 种 情况 . 
情况 1，w 不 是 一 个 整数 ， 在 这 种 情况 下 ， 显 然 % 不 是 一 个 
其 平方 为 偶数 的 整数 , 因为 % 根 本 不 是 整数 , 
情况 2. % 为 一 个 奇数 在 这 种 情况 下 ，w! 也 是 一 个 夷 数 
《 例 2. 了); 所 以 # 也 不 是 一 个 其 平方 为 偶数 的 整数 ， 之 
注意 : 例 2.2 的 证 明 中 , 大 部 分 材料 通常 是 被 省 略 , 而 留 给 读 
者 去 补充 的 ， 完 整 的 证 明 通常 写成 如 下 ; 证 明 ( 予 技 证 法 ) 设 ”为 
一 奇数 , 则 有 宕 也 是 奇数 ( 例 2. 1)， 因 此 得 证 ， 饼 
读者 应 看 出 ， 在 这 较 短 的 叙述 中 有 几 个 步骤 被 省 路 了 ， 要 求 
读者 能 补充 这 些 步 骤 ， 
例 2.3 证 明 WZ 是 无 理 数 , 
证 明 ( 了 矛盾 证 法 ); 设 V3 为 有 理 数 ， 则 它 可 写成 一 个 景 简 分 
数 , 令 之 为 


名。 一 
m=~ 2， 


其 中 刀 和 和 为 整数 ， 它 们 除了 工 以 外 没有 痣 他 公 因 数 ， 因 此 ,一 
W 3 或 者 , 若 等 号 两 边 同 时 平方 即 得 

= 2m2. 
由 此 ,% 为 一 个 其 平方 为 偶数 的 整数 ,由 例 2. 2 知 % 为 侦 数 。 令 s 一 
27, 并 把 它 代入 上 面 的 方程 式 中 ,我 们 可 看 由 (27)? 二 24m 或 写成 


272 一 mm 
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但 此 式 表 明 m 为 一 个 其 平方 为 偶数 的 整数 ; 因此 名 为 偶数 , 这 与 合 
题 “ 与 加 除 工 以 外 设 有 其 它 公 因数 " 相 矛 盾 ， 芯 


这 个 证 明 的 讨论 , 我 们 留 作为 练习 {习题 11). 


习题 
习题 1 至 10 的 说 明 : 证 明 问题 1 一 10 的 每 个 藩 涵 并 讨论 你 的 证 明 . 它 


是 直接 的 还 是 间接 的 证 明 * 若是 同 接 的 , 那么 所 使 用 的 是 第 0-1 节 问 题 3 中 
的 哪 一 种 形式 ? 试 给 出 同一 蕴涵 的 用 个 不 同 的 证 明 。 是 否 有 一 个 证 明 淖 起 
来 容易 惑 自 然 些 7 注 出 你 由 经 验 或 上 下 文 所 做 的 假设 . 


- 若 Z 一 3x+2=0， 则 z=2 或 f=1, 


车 x=3, 则 2 二 2x 一 15=0. 

车 27 十 4z 十 1=0， 则 zx<5. 

荐 zz>0 则 空 一 27 十 2>0. 

车 4B，CD 为 柯 “ 绊 面 内 的 两 直线 ， 且 每 条 直线 都 重 直 于 此 平面 中 一 
给 定 直线 , 则 4B 与 CD 平行. 

若 一 三 角形 的 两 边 相 等 , 则 这 两 边 所 对 的 两 角 相 等 . 

者 一 三 角形 之 两 边 不 等 , 则 这 两 边 所 对 的 两 角 不 等 ， 

若 #=z?，1<y<4， 则 2 

车 27 十 六 二 22 一 0， 则 二 0，# 二 0， 一 0， 

车 z=2，z2 十 223y 一 38 二 0 则 了 二 工 


， 讨 论 俩 3.3 的 让 明 . 它 是 直接 的 还 是 间接 的 或 是 其 他 证 法 的 1( 提 示 : 先 


将 所 证 的 定理 表述 为 -- 列 涵 , ) 


。 检验 儿 个 数学 定理 的 证 明 。 这 些 定理 是 荔 涵 的 形式 吗 ? 车 不 是 , 它们 能 


很 方 司 地 表述 为 蕴 油 吗 ? 这 些 证 明 是 直接 的 还 是 同 接 的 ? 它们 使 用 了 
第 0-1 节 问 题 3 中 的 哪 种 形式 ! (也许 用 到 了 共 他 的 形式 ， 并 不 是 所 有 
可 能 的 形式 都 列 在 第 0-1 节 问 题 3 中 的 . ) 


0-3 数学 归纳 法 
第 0-2 节 中 所 讨论 的 证 明 方 法 对 证 明 任 何曾 洱 都 是 行 之 有 效 


， 当 然 一 种 方法 可 能 比 另 一 种 方法 更 方便 ， 而 我 们 也 可 能 试用 


1 


了 所 有 的 方法 却 仍 不 能 得 到 证 明 ， 但 是 每 一 个 方法 都 是 构成 某 种 
特定 荔 涵 的 证 明 的 一 种 可 能 性 .本 节 我 们 将 讨论 一 种 证 明 方 洁 ， 
它 只 适用 于 一 种 非常 特殊 类 型 的 定 起 .这 种 方法 相当 重要 ， 因 为 


这 种 特殊 类 型 的 定理 在 数学 中 经 常 出 现 . 
我 们 考虑 一 个 定理 了 和 一 组 无 限 个 定理 全, 了 To Ts ……， 使 
得 : 定理 允 为 真 , 当 且 仅 当 定理 和 ba TPs, we 的 每 一 个 均 为 真 . 
即 : 了 PJ 等 价 于 
Ti 并且 Ts 并 且 Ts 并且 …… 


这 一 类 型 的 定理 J 经 常 (但 不 总 是 ) 表 明 ， 基 个 包含 着 变量 
的 条 件 被 满足 , 其 中 % 为 正 整 数 ， 
例 和 1 定理 
于 ， 若 w 为 一 整数 ， 
则 1+2-3+ etn. 


它 可 表示 为 : 


养生 we 


我 们 如 何 才能 征明 这 样 的 定理 呢 ? 定理 了 可 表述 为 一 个 蕴 洒 
的 形式 ( 例 3.1)， 因 而 也 许可 以 采用 第 0-2 节 中 的 某 一 种 方法 . 
但 是 因为 了 又 可 以 类 述 为 
2 并且 于 并 且 生 并且 …*… 了 
因而 就 有 另外 一 种 可 行 的 方法 ， 这 种 方法 称 为 数学 归纳 法 《ma- 
thematical izdluction)， 我 们 特首 先 说 明 , 用 数学 归纳 站 给 出 证 明 
， 了。 


时 所 必须 履行 的 步骤 , 然后 我 们 按 这 些 步 又 证 明 例 3, 1 的 定 列 , 用 
以 说 明 这 种 方法 . 然后 , 说 明 采 用 这 些 步 又 作为 定理 了 的 证 明之 质 


以 近似 合理 的 一 些 理由 ， 一 个 数学 归纳 法 的 证 明 中 有 两 个 步 矣 : 
李 骤 1 ”证 明定 理子. 
步骤 2 证明 蕴涵 : 2 董 洱 Ter 
步骤 工 的 说 明 : 任何 可 应 用 的 方法 都 可 用 来 证 明定 理 守 i. 
通常 的 情况 是 碾 ! 乃 是 一 个 很 简单 的 结果 , 它 很 容易 证 得 或 者 它 也 
许 是 已 知 的 ， 
步骤 2 的 说 明 : 


对 与 步骤 2 有 关 的 两 点 需 予 以 注意 . 第 一 , 我 
们 要 证 明 的 是 蕴涵 “ 若 TZ, 亚 Ti 1.”. 我 们 不 关心 TD; 真 假 与 否 ,而 
关心 每 当 了; 为 真 时 必 导 至 Te 亦 为 真 
0-2 节 中 的 


， 证 明 这 一 理 狂 可 使 用 第 
的 方法 ， 第 二 , 我 们 必须 确定 我 们 所 给 出 的 对 蕴涵 “ 营 


则 Tir. 的 证 明 对 每 一 个 正 整数 都 有 效 。 即 我 们 必须 同时 证 明 
下 列 的 每 个 副 肖 : 

车 Ti 则 7 

车 Ts 则 Ts 

车 Ts 则 TL 


当 我 们 讨论 采用 步 踊 1 和 步 难 2 来 证 明定 理 了 的 近似 合理 性 时 ， 
这 一 要 求 的 必要 性 就 很 清楚 了 ， 


例 3.1( 续 ) 证 明 车 # 为 任意 正 整 数 , 财 


1 二 2 十 3 十 … 十 六 = 


证 明 (数学 归纳 法 ):; 在 上 面 的 例 3.1 中 我 们 已 经 看 到 了 ， 这 
一 定理 了 可 表示 为 了 并 且 73 并且 Ts 并且 ……， 所 剩 下 的 事 是 
实现 步骤 1 和 步 又 2. 


步 绝 1 定理 字 是 ; 


12 
1 二 


这 是 完全 明显 的 . 
步 莱 2 我 们 必须 证 明 昔 福 “ 若 中 则 中. 共 中 信 是 命 厦 ; 


1 2 十 3 十 和 十 有 人 二 


和 是 命题 
1 十 2 二 3 十 必 十 4 他 二 四 一 芷 十 坟 他 十 切 
我 们 将 给 出 这 个 蕴涵 一 个 直接 证 明 . 因 此， 我 们 把 注 意 力 放 在 


了 TD 了 ,为 真 的 情 品 上 ， 亦 期 :我 们 从 假设 ( 称 散 归纳 氢 设 (induction 
hypothesis) ) 


1+2+3+.+h = 
出 发 . 但 由 此 可 得 


14243+e tht (pt1) -Et 


+(B+D) 


EE +t2E+t1). (Ro+1) (hk+2) 
本 2 加 2 ' 


因而 这 个 益 洱 得 证 , 要 注意 的 是 此 证 明 对 每 一 正 整 数 都 有 效 . 字 

现在 我 们 来 研 帘 一 个 有 趣 的 问题 : 为 什么 承认 步 台 1 和 2 作 
为 定理 了 的 证 明 是 合理 的 ? 严格 地 说 ， 步 又 1 和 2 确实 构成 对 定 
理 了 的 一 个 证 明 , 这 总 是 当 作 一 个 公理 而 被 接受 的 。 尽管 如 此 , 每 
个 学 生 都 应 当 对 步骤 1 各 2 所 完成 的 事情 有 一 种 直觉 的 感受 ， 这 
是 很 重要 的 . 因此， 我们 将 讨论 承认 这 两 个 步 又 为 一 个 证 明 的 合 
理性 , 而 不 是 公公 把 它 像 公理 似 地 叙述 为 : 我 们 要 化 什么 ， 

我 们 知道 定理 了 为 真 当 且 仅 当 了 Za Ts,…*… 中 的 每 一 个 均 
为 真 ， 那 么 步 又 1 和 2 给 了 我 们 关于 这 些 定理 的 一 些 什么 信息 
呢 ? 让 我 们 把 由 步骤 1 和 2 证 明 为 真 的 那些 定理 列 成 一 个 表 ， 步 


6. 


理工 表明 于; 为 真 ， 于 是 我 们 将 和 列 在 表 上 ， 我 们 在 步 坚 2 所 证 
明 的 一 部 分 是 

才 T, 则 Ts 
这 样 , 由 于 Ti 已 在 表 上 , 可 以 再 加 上 7T3， 但 是 我 们 在 步 肾 2 中 所 
证 明 的 一 部 分 是 : 
车 2 由 ?5 
这 样 , 由 于 ZT; 已 在 表 上 ,可 以 再 加 上 人 Ts， 同样 地 , 我 们 在 步 台 2 中 
所 证 明 的 一 部 分 是 ; 


EW #E 
这 样 ， 人 就 可 以 加 进 表 里 、…… 等 等 因而， 由 未 蛇 1 和 2 证 
明 为 真 的 定理 的 表 就 包括 了 所 有 的 定理 他，7a Ta ……， 这 就 意 
味 着 定理 了 为 真 . 
现在 我 们 就 明白 为 什么 步 又 2 中 所 给 出 的 证 明 必须 对 万 的 每 
个 正 整 数值 均 有 效 是 很 重要 的 了 ， 为 了 确保 我 们 的 天 包含 所 有 的 
定理 Po Ta Ta 我 们 必须 连续 使 用 下 列 每 个 蔓 浪 
车 守则 全. 
车 守则 二. 
车 7 则 了 
这 样 , 我 们 必须 确保 步骤 2 中 的 证 明 的 确证 明了 这 每 一 个 蔓 涵 . 亦 
即 : 它 必须 对 的 短 个 正 整 数值 都 有 效 . 
例 3.2 若是 大 于 3 的 任意 整数 , 则 2*<nt 
证 明 ( 数 学 归纳 法 ); 我 们 来 考虑 下 面 的 值 %=4,5,6, 
于 是 我 们 所 要 证 明 的 定理 就 轻易 地 分 解 为 F 面 一 组 泡 穷 多 个 
定理 ; 
人 :24 一 4 
了 :25<<51 
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VE 
Ten 2 (E A)! 
由 此 , 我 们 的 定理 就 变 成 可 以 用 数学 归纳 医 证 明 的 了 (在 数学 妇 
纳 法 的 证 明 中 , 并 不 给 出 这 些 开始 步骤 , 但 学 生 应 读 明 白 一 个 可 用 
数学 归纳 法 来 证 明 的 定理 的 每 一 情况 , ) 
步骤 1 我 们 必须 证 明 24<4!， 但 这 焉 是 命题 16 生 24， 它 显 
然 为 真 . 
步骤 2 我们 必须 证 明 草 酒 
车 2 一 (十 3)1， 则 2 一 全 十 轨 1 
我 们 将 给 出 一 个 直接 证 明 ， 由 归纳 法 假设 我 们 有 
2 (E43)! 
但 是 对 任 疮 正 整数 如 2< 二 4 把 这 两 个 不 等 式 的 两 边 各 自 对 应 
相 莱 , 我 们 就 得 
2.2888 25t4 (B+3)1(W 十 4} 二 {十 缮 1 
这 就 是 所 要 求证 的 . 记 
还 有 一 种 稍为 不 同 的 证 明和 程序， 它 也 是 我 们 所 讨论 的 这 一 类 
型 定理 所 采用 的 一 种 证 明 方 法 ， 这 种 方法 也 叫做 数学 归纳 法 ， 我 
们 将 它 称 为 第 二 类 型 数学 归纳 法 ， 以 区 别 于 前 面 所 讲 的 方法 《类 
型 1)、 我 们 将 说 明 这 种 证 明 过 程 必须 懂行 的 步骤 ， 并 以 下 面 例 
3.3 中 实现 的 这 些 步骤 来 说 明 这 种 方法 ， 采 出 这 一 过 程 来 做 为 一 
个 证 明 , 其 合理 性 将 当做 练习 {习题 12) 去 讨论 .在 讨论 到 地 图 时 
我 们 要 用 和 到 这 两 种 归纳 法 ， 
令 人 :了 ao 2 …… 为 一 组 无 穷 多 个 定理 , 并 且 令 也 为 一 定理 ， 
它 为 真 当 且 仅 当 定理 To, Pa， … 中 的 每 一 个 均 为 真 ， 下 列 两 
个 步 又 可 十 来 作为 定理 全 的 一 个 证 明 ， 
。 38 。 


步骤 1 证 明定 姐 人. 
步 嗓 2 证明 蕴 酒 . 
若 了 并且 T; 并且 条 芳 且 …… 并 且 守 -， 则 有 到. 

步骤 1 的 说 明 : 这 与 第 一 类 妇 编 法 中 步 又 1 相同 ， 可 以 证 明 ， 
步 又 1 在 第 二 类 数学 归纳 法 中 实际 上 是 不 必要 的 ， 但 这 里 我 们 不 
去 讨论 这 个 问题 ， (注意 : 在 第 一 类 归纳 法 中 步骤 1 是 必要 的 ). 

步 又 2 的 说 明 : 同样 地 , 步 又 2 是 证 明 某 个 蕴涵 .我们 不 考虑 
单个 的 定理 了 T; 等 等 古 否 为 真 ， 步 又 2 中 所 要 做 的 是 证 明 这 里 
所 说 的 蕴 计 为 真 ， 对 于 第 一 类 归纳 法 ， 必 须 注意 我 们 对 步 又 2 的 
药 少 所 给 出 的 证 明 要 对 8 的 每 一 个 正 整 数值 有 效 ， 将 这 个 步 2 
与 第 一 类 归纳 法 中 的 步 肾 2 作 比 较 , 就 可 以 看 出 : 在 第 一 类 中 ， 我 
们 由 假设 每 个 定理 紧 前 的 一 个 定理 为 真 疝 证 明了 定 瑚 了 ，Ts， 
Za "(除去 第 一 个 ) 中 的 每 个 定理 ; 在 第 -类 中 , 我 位 由 假设 每 
个 定理 前 面 的 所 有 定理 为 真 米 证 明 每 个 定理 . 

例 3.3 若是 大 于 1 的 整数 ， 则 ?为 一 质数 或 者 是 可 表示 
为 质数 的 积 . 

证 明 (数学 归纳 法 ): 我 们 将 使 用 第 二 类 归纳 法 ， 学 生 应 该 使 
自己 明白 , 这 是 一 个 适用 数学 归纳 法 证 明 的 定理 . 

步 又 1 考虑 =2 因为 2 是 一 质数 ， 所 以 定理 在 这 种 情况 
为 真 ， 

步 最 2 孝 卡 任意 整数 %0>1， 由 归纳 法 假设 , 适合 1<m 到 
5 的 每 个 整数 mm 必 是 一 质数 或 者 为 质数 之 积 ， 必 须 证 骨 no 是 一 
个 质数 或 者 是 质数 之 积 ， 此 证 明 有 两 种 情况 , 

情况 1 数字 m 是 一 个 质数 ， 在 这 种 情况 下 , 步骤 2 的 萤 洱 

情况 2 数字 no 不 是 质数 ， 存 这 种 情况 下 ,ne 有 一 个 正 整数 
因子 2 它 适 合 1<p<no， 这 样 ,m6 一 p'9， 共 中 每 个 了 和 9 都 是 大 

。J9 。 


于 1 且 小 于 wo 的 整数 ， 由 归纳 法 假设 , 每 个 了 和 8 或 者 是 一 个 质 
数 或 者 是 质数 之 积 ， 所 以 mm 是 质数 之 积 ， 气 


习题 
习题 ! 到 11 的 指南 ; 用 数学 归纳 法 证 明 问题 ! 到 11 的 每 一 结论 ， 在 


每 个 情况 中 , 哪 一 炎 的 归纳 法 显得 更 自然 ? 试 不 用 归纳 法 证 明 每 一 结论 . 


1. 


车 为 一 任意 正 整 数 , 则 


1 1 1 Ee 
Tatast tamtiy ar 


， 若 "为 任意 非 负 整数 , 则 2*>n. 
在任 窜 % 边 三 包 边 形 中 , 内 角 和 为 (n 一 2)180*. (提示 : 利用 平面 几何 的 


一 全 定理 : 三 角形 内 角 和 为 180?》 


- 令 半 为 正 整 数 , 任 一 含有 所 个 实数 的 集合 中 必 有 一 其 大 元 素 ， 
， 对 任 一 正装 数 m 


1-3 十 2.4 十 3.5 十 …… 十 za 二 到 一 生 (6 十 1) (an 十 7， 


车 # 为 大 王 1 的 整数 ， 则 在 平面 上 = 条 不 同 直 乒 相交 的 交点 数 最 多 是 


亲 =O 一 1 


、 荐 抽 为 任 一 正 整 数 , 则 卫 十 2 十 十 …… 十 下 = 生 他 二 


车 # 为 大 于 1 的 整数 , 则 的 质 因数 的 个 数 小 于 21og em- 


9. 著 盖 为 非 负 整 数 ， 则 如 和 49 人 提示: 不 用 归纳 站 先 来 证 明 对 任 一 正 整 数 


10. 


11. 


12, 
13. 


28 十 1 一 3 )》. 

车” 为 任意 正 整数 ， 则 = 一 是 加 一 天 的 一 个 因子 [提示 : 加 一 如一 
(ao — ba*!) 十 (5G"! 一 D) 

车 与 六 为 任意 正 整 数 ,证 明 存 在 一 非 负 吏 数 4 和 一 吾 数 r， 使 得 0<r 
二 m 且 n=mg 十 "并 证 明 整 数 ¢g 和 ?唯一 地 决定 于 nn 和 mn. 

计 论 采用 第 二 类 型 数学 归纳 法 的 过 程 收 为 对 定理 人 的 证 明 的 合理 性 . 
讨论 下 面 ( 假 的 ) 定 理 的 证 明 : 车 为 任意 不 整数 , 是 确切 包谷 个 实 
数 的 集合 , 则 8 中 的 所 有 数字 相等. 

证 明 ( 归 纳 法 ); 步 驼 1 车 n=1, 结果 是 明显 的 . 


。20 。 


步 邓 2 由 归纳 法 优 设 ， 当 # 一 帮 时 结果 为 真 ; 我 们 必须 证 明 当 = 十 1 
时 结果 亦 真 ， 令 8 为 任意 恰好 包含 上 +1 个 实数 的 集合 , 将 这 些 实 教 记 作 a. 


Bs Ga 可，ggrl， 堵 内 中 省 去 msb 我 们 得 到 并 个 数学 四、 mp 
Bs; 由 归 峭 法 假设 这 些 数字 均 相 等 ， 
G1 = = 


著 从 3 中 省 去 91， 我 们 也 得 到 恰恰 六 个 数字 本 ，qs， 和 et， est 由 归 
纳 法 盘 设 这 些 数 字 相等 : 
和 = 二 一 


由 此 容易 证 明 仿 中 内 有 十 1 个 数字 均 杠 第， 必 
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什么 是 拓 补 ? 


1-1 欧 几 里 德 几何 一 管 。 

当前 我 们 只 要 对 拓 扩 有 一 个 直觉 的 感受 就 够 了 ， 在 第 7-3 节 
中 再 给 出 它 的 正式 定义 ， 福 意 一 下 拓扑 与 中 学 的 普通 几何 ( 欧 几 
里 德 及 何 ) 问 的 相似 竹 与 相 异 性 就 能 产生 这 种 直觉 的 感受 

欧 氏 儿 何 研究 平面 或 举 间 图 
形 的 某 些 性 质 ， 它 并 不 考虑 一 个 
图 形 的 所 有 性 质 ， 而 是 只 考虑 其 
“几何 的 "性 质 ， 那 么 我 们 怎样 于 
能 分 辨 出 某 个 性 质 是 否 为 几何 性 、 
质 呢 ; 营 如 我 们 可 以 注意 一 下 图 
1. 1 中 所 示 三 角形 的 下 列 性 质 : 图 上 1 

《1) 最 长 一 边 的 长 度 为 2 英寸 

《2) 三 角形 是 用 黑 昌 水 画 的 . 

《3) 有 一 个 角 约 为 890" 

(4) 三 角形 是 画 在 这 一 页 的 在 边 ， 

(5) 约 为 99" 的 角 在 此 页 上 处 干 较 其 它 角 为 高 的 位 置 

上 述 这些 性 质 中 那些 是 几何 恰 质 呢 ? 

问题 的 解答 可 建立 在 全 等 图 形 概念 的 基础 上 ， 所 谓 两 图 形 人 
等 ， 当 且 仅 当 其 中 一 个 图 形 放 在 另 一 个 图 形 之 上 使 两 图 形 党 全 重 
合 ， 一 个 图 形 的 几何 性 质 就 是 所 有 与 此 图 形 全 等 的 图 形 都 能 具有 
的 性 质 ， 这 就 是 说 , 所 有 全 等 图 形 对 几何 学 家 来 说 都 是 一 样 的 . 在 
研究 菜 -… 个 图 形 时 ， 他 只 对 邦 些 所 有 与 它 全 等 的 图 形 所 共 商 具有 
aa 224 一 


的 性 质感 兴趣 .现在 很 容易 看 出 : 上 面 的 性 质 1 和 3 是 图 1.1 中 
三 角形 的 几何 人 性质， 因为 这 些 性 质 是 任何 一 个 与 此 三 角形 全 等 的 
三 角形 都 具有 的 . 以 质 2, 4 和 5 不 东 儿 何 性 质 ， 因 为 一 个 与 给 定 
的 三 角形 全 等 的 三 角形 可 以 不 具有 这 些 性 质 ， 正 象 一 个 图 形 是 五 
边 形 这 个 性 质 一 样 ， 有 四 个 角 这 一 性 质 是 一 个 几何 性 质 ， 其 他 的 
例子 可 见于 习题 - 


1-2 什么 是 拓扑 ? 


令 人 惊奇 的 是 只 需 把 上 面 第 1-1 节 中 的 “几何 * 换 为 “拓扑 ”， 
“几何 的 " 换 为 “拓扑 的 "， 并 改动 一 下 某 一 个 片 语 (phrase) 的 解 县 
喜 可 以 得 到 一 个 完全 令 人 访 意 的 对 拓扑 的 描述 ， 这 一 材料 能 够 局 
时 描述 几何 和 拓扑 , 其 原 因 在 手 ; 这 两 者 所 仅 有 的 区 别 只 是 被 一 个 
片 语 所 掩盖 着 , 这 片 语 就 是 “ 金 等 "定义 中 的 “可 把 …… 放 在 …… 之 
上 ”. 现在 我 们 较 周密 地 考察 这 个 片 语 。 我 们 是 怎样 “放置 ”一 个 图 
形 的 呢 ? 我 们 怎样 才能 够 移动 它 呢 ， 在 移动 的 过 程 中 我 们 可 以 做 
些 什 么 ?在 并 何 中 , 所 充 许 的 运动 只 能 是 财 性 送 动 (平移 ,旋转 、 反 
射 ), 在 这 种 运动 中 图 形 上 任意 两 点 间 的 距离 保持 不 变 。 因 此 ， 几 
何 性 质 就 是 那些 在 刚性 运动 中 保持 不 变 的 性 质 一 一 图 形 的 任何 刚 
性 迄 动 都 丝毫 不 改变 图 形 的 几何 性 质 ， 

在 拓扑 中 ， 所 计 许 的 运动 可 以 称 作 弹 性 运动 。 我 们 想象 图 形 
是 由 阐 性 极 好 的 橡皮 做 成 的 ， 因 此 ， 在 移动 一 个 图 形 时 可 随 恋 地 
伸张 它 , 捏 曲 它 , 拉 它 或 折 它 甚至 可 以 将 这 样 一 个 橡皮 图 形 切断 
将 它 打 个 结 ， 只 要 事后 避 将 切口 儿 合 得 与 未 切割 时 一 样 即 可 地 
就 是 ， 没 切割 以 前 紧 接 着 的 点 在 缝合 后 仍然 紧 拉 着， 然而 必须 注 
意 , 图 形 中 不 同 的 各 个 点 仍 为 不 同 的 虑 ,不 可 以 使 不 同 的 两 点 合并 
成 -点 、 所 谓 两 图 形 是 "拓扑 等 价 的 "， 当 且 仅 当 可 把 一 图 形 作 弹 
性 运动 使 与 男 一 图 形 重合 。 一 个 图 形 的 拓扑 性 质 就 是 那些 所 有 与 
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些 图形 拓扑 等 价 的 图 形 都 能 有 具有 的 性 质 ， 这 就 是 说 所 有 拓扑 等 价 
的 图 形 对 拓扑 学 家 来 说 部 是 一 样 的 ， 在 研究 某 一 图 形 时 ， 他 感 兴 
趣 的 只 是 所 有 与 它 拓扑 等 价 的 图 形 共同 具有 药性 质 ， 由 此 ， 图 形 
的 拓扑 性 质 就 是 那些 在 弹性 运动 中 保持 不 变 的 性 质 一 一 图 形 的 任 
何 弹性 运动 都 丝毫 不 改变 图 形 的 拓 卦 性质， 当然 ， 拓 扑 是 对 图 形 
的 拓扑 性 质 的 研究 . 

的 确 , 一 个 图 形 的 拓扑 体质 世 是 此 图 形 的 几何 性质 , 但 是 许多 
几何 性 质 并 不 是 拓 扩 社 质 ， 一 个 图 形 的 拓 厦 性 质 可 以 只 是 它 的 那 
些 最 基本 的 几 司 性 质 ， 事 实 上 E， 和 狂 看 之 下 可 能 觉得 没有 一 种 性 质 
是 拓 拓 性质， 就 是 说 一 个 图 形 的 任 一 性 质 都 可 以 被 某 种 阐 性 送 动 
所 改变 ,幸而 情况 并 非 如 此 , 例如 ,一 个 回 周 0 (图 2, 1 的 把 平面 里 
的 点 分 成 三 个 集合 一 一 在 页 内 部 
的 点 ， 贺 周 上 的 点 以 及 在 圆 外 部 
的 点 ， 平 面 上 一 圆周 的 这 种 性 质 
就 是 一 种 拓扑 性 质 ， 因 为 如 果 我 
们 设想 此 贺 阅 和 4,B 两 点 都 划 在 、 
一 片 理想 弹性 的 橡皮 上 ， 并 对 此 
图 形 进行 一 弹性 运动 、， 结 果 可 能 
成 为 如 图 2. 15 所 示 的 一 条 曲线 
C 和 两 个 点 4 与 互 点 44 和 点 B 。 
各 自 位 于 殴 的 内 部 和 外 部 (图 2, 1 图 2.1 
由， 经 过 这 片 橡皮 的 弹性 运动 后 ， 点 4 和 点 依然 各 自 位 于 曲线 
C 的 内 部 和 外 部 (图 2. 1), 因此 “4 位 于 曲线 C 的 内 部 ?这 - -性 质 
是 原 图 形 的 一 种 拓扑 性 质 . “4 比 B 更 上 党 近 0” 这 一 性 质 则 不 是 撕 
耻 性 质 ， 因 为 用 弹性 运动 我 们 可 以 使 得 吾 非 常 接近 C 而 且 使 4 远 
离 C 

另 一 例子 , 图 2.2 中 所 未 的 圆周 与 打 结 的 曲线 为 拓扑 等 价 的 ， 
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图 2.2 图 2.8 图 2.4 

如 果 我 们 想像 一 茶 析 皮带 成 器 形 ， 那 么 用 拉 和 伸张 的 办 法 是 不 可 
能 抬 它 穿 成 一 个 结 的 , 但 是 车 先 切断 橡皮 跟 ， 打 上 一 个 结 ， 然 后 再 
把 两 水 接 得 与 原来 一 样 ， 这 样 就 很 容易 得 到 一 条 有 结 的 曲线 。 因 
为 这 些 操作 在 我 们 所 说 前 弹性 运动 下 都 是 被 允许 的 ， 因 此 这 两 曲 
线 拓 外 等 价 ， 共 他 的 例子 可 见于 习题. 


EI "A 
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图 2.5 

半球 面 与 一 切线 (4&) 正方 型 与 一 罕 过 其 间 的 直线 
三 条 共 点 的 线段 (68) ” 圆 与 一 半径 

(Ce) 
此 二 图 形 名 由 直线 与 邮 线 组 成 , 不 包含 任何 表面 , 

(a) 
二 图 形 中 每 一 图 形 皆 由 一 个 面积 (阴影 线 部 分 ) 与 沫 些 直线 或 

则 续 所 组 成 ， 


习题 


1，({g) 找 出 一 全 与 图 1, 1 中 的 三 角形 休 奖 的 三 角形 , 使 之 设 有 与 图 1, 1 有 
连 系 的 性 质 2，4，5， 
全 ) 找 出 图 3, 16 中 平 辣 的 一 种 弹性 运动 ， 使 得 图 申 的 如 点 比 4 点 更 车 
近 C. 
习题 2 和 3 的 说 明 : 题 中 对 图 2.3 和 2. 4 列 出 了 一 些 性 质 , 其 中 哪些 是 
几何 性 须 ?Y 万 些 是 拓扑 性 质 ? 
， 下 述 性 质 都 是 就 图 2. 3 而 言 的 : 
{9) 上 线 01 与 0 相交. 
(8) 曲 绕 C, 与 0; 相 恒 直 ， 
《c) 曲线 04 与 Cs 不 相 切 . 
(用 4 点 在 曲 续 2 上 . 
(e) 4 点 不 在 曲线 Ca 上. 
(f) 4 点 位 于 曲线 0 的 下 方 。 
(9) 曲线 Ca 四 向 4 点 ， 
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3， 下 述 性 质 都 基 就 图 2. 4 而 雪 的 : 
(a) 此 图 包含 一 在 一 平面 上 的 一 个 正方 形 和 一 个 图 . 
(8) 此 图 包含 夯 在 平面 上 的 二 条 曲线 ; 其 中 一 基线 有 四 个 角 , 另 一 明 线 
为 光滑 的 ， 
(*) 曲线 3 质 围 成 的 面积 比 曲 线 2 所 围 成 的 面积 小 ， 
(d) 由 上 方 的 曲线 所 国 成 的 面积 比 由 下 方 的 曲线 新 围 成 的 面积 小 , 
(e) 曲线 8 和 曲线 0 不 相交 . 
{有 没有 一 点 它 同时 被 图 于 曲线 仿 和 之 中 
#4 图 2.5 所 示 的 四 对 图 形 中 , 哪些 是 拓 站 特价 的 ? 
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网 络 和 地 图 


2-1 网络 的 可 贯穿 性 (CTraversability) 


西部 俄罗斯 城市 库 尼 格 斯 堡 (Koinigsberg， 现 称 加 里 宁 格 勒 ) 
位 于 新 普 列 格 河和 旧 普 列 格 河 交 汇 成 普 列 阁 河 的 地 方 。 交 汇 处 形 
成 了 一 个 小 岛 ， 十 从 氟 纪 时 河上 有 七 康桥 , 如 图 1. 1 所 示 (《 之 后 又 
修了 另外 两 座 桥 )、 能 不 能 步行 游览 库 尼 格 斯 堡 而 只 通过 每 座 桥 
一 次 呢 f 这 一 问题 连同 许多 有 关 的 问题 是 由 瑞士 数学 家 菜 奥 哈 德 
* 尤 拉 (L, Euler，1707 一 1783) 于 1736 年 解决 的 ,其 方法 如 下 文 
所 述 . 


图 1.1 
首先 要 指出 , 河岸 的 难 确 形状 和 岛 的 位 置 等 等 是 无 关 紧 要 的 ， 
因此 图 1.1 可 被 更 简单 的 图 1. 2 所 代替 ， 这 个 图 指明 该 城 的 各 个 
区 域 大 怎样 被 桥梁 连通 起 来 的， 图 1.2 中 的 4 点 代表 座 落 在 河 的 
北岸 的 整个 区 域 。 同样 , 了 点 代表 河南 岸 的 区 域 ; 如 点 代表 新 、 旧 
普 列 烙 河 之 间 的 区 域 ; 点 代表 岛 起 ， 厂 段 或 曲线 代表 城市 名 个 
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区 域 的 桥梁 , 线段 或 曲线 ( 它 可 由 4 

线段 经 阅 性 运动 而 得 出 ) 称 作 亲 。 

甚至 多 许 驳 的 两 个 端 瑟 合 在 一 起 “c a 
(形成 像 加 那样 的 曲线 ) 并 仍 将 读 

图 形 称 为 弧 ， 但 是 红 除 在 其 两 个 时 

端点 处 外 不 得 与 其 自身 相交 . ( 注 图 1.2 

党 : 我 们 更 在 离开 了 标准 术语 ， 通 常 要 求 缴 的 端点 是 不 同 的 两 个 
点 、 但 是 我 们 将 发 现 允许 它们 可 为 同一 点 是 方便 的 . ) 这 样 对 库 尼 
格 斯 堡 桥 的 研究 已 经 成 为 对 含有 上 条 弧 和 四 个 点 的 图 形 的 研究 ， 
在 我 们 继续 氢 述 尤 拉 的 解法 之 前 , 先 建立 儿 个 一 般 术 语 是 有 疮 的 ， 
它们 在 其 它 与 此 有 有 关 的 方面 也 是 有 趣 的 - 

网络 是 一 个 图 (平面 上 的 或 空间 里 的 ), 它 由 省 限 , 非 零 条 区 组 
成, 其 中 除 在 端点 外 , 任何 两 条 弛 都 不 相交 ， 这 些 浙 的 端点 称 作 这 
网 络 的 顶 志 ， 图 1. 2 给 出 一 个 有 七 条 统 和 四 个 顶点 的 网 络 ， 其 它 
网 络 的 例子 见 图 1. 3， 图 中 的 顶点 贮 由 大 黑 点 密 示 、 我 们 并 不 疙 
是 使 用 如 此 规定 ， 当 不 使 用 这 种 规定 时 ， 有 时 就 需要 多 少 有 些 随 
党 性 地 决定 哪些 是 顶点 。 鲁 如 ,图 1. 38 中 , 点 4 及 点 了 必 为 顶点 ， 
其 他 任何 虑 都 可 以 被 选 为 顶点 . 

网 络 中 , 一 个 顶点 的 匆 ! 是 位 于 该 点 的 跌 端 数 ， 一 个 顶点 古奇 
或 偶 当 且 仅 当 它 的 秩 是 奇 或 慢 ， 图 1.2 中 的 顶点 4, 及 DD 的 著 均 
为 3; 顶点 C 的 秩 为 中 这 四 个 顶点 都 是 奇 的 ， 图 1. 3e 中 仅 有 的 
一 顶点 是 个 的 , 其 秩 为 2， 因 为 有 两 个 浙 泣 位 于 该 点 ， 事 实 上 ， 这 
两 个 民 端 乃 是 同一 弧 的 相反 的 两 端 . 

一 个 网 络 中 弧 的 总 数 可 以 为 任 疮 正 整 数 ; 同样 地 ,顶点 的 总 数 
也 没有 限制 ， 另 一 方面 , 每 条 弧 名 有 两 个 弧 嚣 , 所 以 弧 庙 总 数 两 倍 
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于 吉 的 数 
秩 的 总 和 
在 疝 络 中 

网 络 
共 中 我 们 
说 ,这 一 晤 
其 终端, 
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图 1.3 网 络 的 例子 


目 ， 因 此 是 偶数 .但 是 弧 端 的 总 数 是 网 络 中 所 有 顶点 之 
, 于 是 任 一 网 络 中 所 有 质点 之 秩 的 总 和 必定 是 一 下 偶数 
随意 选择 弛 和 顶点 数目 的 可 能 性 将 在 习题 6 里 考虑 , 

中 的 一 条 路 径 是 指 网 络 中 一 组 连 串 的 豆 不 相同 的 弧 ， 于 
可 迷 续 走 遍 每 一 条 统 并 且 每 条 严 只 通过 一 次 ， 这 就 是 
B 弦 中 ， 每 一 弧 必 有 一 个 端点 被 视 为 起 端 ,而 另 一 端点 为 
共用 的 一 顶点 必 是 第 一 条 弧 的 终端 且 为 第 二 条 强 的 始 


端 . 同样 , 第 二 条 层 的 终端 是 第 三 条 弧 的 始 端 , 如 此 类 推 , 路 答 上 强 
的 顶点 称 为 路 径 的 顶点 ,路径 的 第 一 条 弧 的 始 端 是 路 径 的 始 端 , 路 
径 的 最 后 一 条 强 的 终端 是 路 径 的 终 站， 一 条 路 径 是 封闭 的 当 且 仅 
当 其 始 端 与 终端 为 同一 点 。 路 谷 有 时 用 举荐 路 欠 上 的 一 串 顶 点 来 
标记 之 .这样 的 标记 法 可 能 会 不 清楚， 例如 , 在 图 1.2 网 络 中 有 
4 条 不 同 路 径 可 能 被 标记 为 40B4CD， 当 需要 一 种 不 含糊 的 标记 
时 ， 就 得 使 用 不 是 顶点 的 点 来 准确 指出 所 考虑 的 路 径 是 由 哪些 弧 
所 构 戌 的 ， 

例 1.1 图 1.4 中 ， 巾 4BC 
所 示 的 有 两 条 不 同 的 路 径 , 而 4D 
BC 只 标记 其 中 的 一 条 - 

例 1.2 图 14 中 的 路 径 
ADBCA 是 由 弛 4DB，BC 和 OA 
组 成 的 ， 顶 点 4 既是 此 路 径 的 始 
端 又 是 它 的 终端 ， 因 此 此 路 径 是 
封 闲 的， 顶点 忆 是 BC 的 作 端 和 弧 C4 的 始 端 ， 

一 个 网 络 是 连通 的 ， 当 且 仅 当 网 络 中 每 两 个 不 同 的 顶点 是 读 
阅 络 中 某 一 路 径 的 端点 .图 1. 39g 中 的 网 络 不 是 连通 的 , 图 1. 3 中 
所 有 其 它 的 网 络 都 是 连通 的 ， 

有 了 这 些 知 识 , 我 们 现在 可 以 证 明 关于 阿 络 的 某 些 一 般 结 果 ， 
用 这 些 结果 就 很 容易 回答 关于 库 尼 格 斯 堡 桥 的 那些 问题 . 

定理 1.1 任 一 圆 络 中 , 奇 秩 顶 点 的 总 数 为 偶 . 

证 明 ; 给 定 任 一 网 络 , 对 每 一 正 整 数 i, 令 mu 为 网 络 中 秩 为 : 
的 顶点 数 , 并 令 六 为 奇 秩 顶 点 的 总 数 , 令 D 为 弧 端 的 总 数 ， 奇 碑 顶 
点 的 疙 数 是 秩 为 1, 3, 5……' 的 顶点 个 数 之 和 : 

N=%1 十 zs 一 中 5 十 … 
(和 和 式 的 右 方 具 有 有 限 信 项， 尽管 准确 的 项 数 有 加 于 所 考 碟 的 两 
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络 . 这 些 符号 将 在 这 里 和 第 2-3 节 中 使 用 , 它 不 牵涉 到 无 限 级 数 ,) 
同样 ， 弧 端的 总 数 等 于 位 于 秩 为 1 2, 3, …… 的 顶点 的 强 端 的 个 数 
的 总 和 ， 秩 为 1 的 x 个 顶点 计数 着 从 为 mi 个 弛 端 ; 秩 为 2 的 各 
个 顶点 计数 着 恰 为 2na 个 线 端 数 ; 如 此 类 推 ,于 是 

器 D=%1 T2823 二 
由 此 可 得 


D—N=2n;+2n3 | det dR5+ er. 
因此 Z 一 六 为 一 偶数 . 又 由 于 每 条 绝 都 有 丙 个 强 端 ,如 乃 是 一 偶数 ， 
而 丸 =D 一 (D 一 季 ), 故 得 丸 为 一 偶数 .， 刀 

圆 络 中 的 一 路 径 称 为 “ 鞭 穿 "这 个 网 络 ， 当 且 仅 当 此 网 络 中 的 
每 一 就 都 包含 于 此 路 松 之 中 , 网 络 中 的 一 组 路 径 * 黄 穿 " 这 个 网 络 ， 
当 且 仅 当 兹 网 络 中 的 每 一 焉 包 售 于 且 仅 仅 和 包含 于 该 组 路 径 中 的 某 
一 路 径 . 

关于 库 尼 格 斯 堡 桥 的 问题 现在 可 写成 : 是 否 有 一 路 径 货 穿 图 
1.2 中 的 网 络 ? 下 列 四 个 定理 词 述 了 一 个 网 络 可 被 一 条 或 几 条 路 
径 黄 穿 的 条 件 . 

定理 1.2 车 一 网 络 有 两 个 以 上 的 奇 牧人 于 点， 它 不 能 被 单一 
的 路 径 所 芙 窜 . 

证 明 : 我 们 将 证 明 它 的 等 价 结果 : “ 老 一 网 络 可 为 一 单一 路 从 
贯穿, 那么 除了 有 两 个 顶点 是 可 能 的 例外 以 外 , 网 络 中 其 余 的 顶点 
均 是 侦 和 铁 ”， 令 mb aa ……, ts 为 一 电 弧 ， 它 们 构成 贯 察 某 一 已 知 
网 络 的 路 径 ， 并 且 令 4 为 此 网 络 中 既 非 此 路 径 的 始 端 也 非 其 终端 
的 任 一 贡 点 ， 路 径 的 始 、 终 两 庙 可 以 重合 也 可 以 分 立 ， 我 们 将 证 
明 4 为 此 网 络 的 一 个 偶 秩 项 点， 设想 一 个 点 ， 它 从 二 的 始 端 出 
发 , 沿 运动 到 mw 的 终端 (这 也 是 om 的 始 端 ), 然后 沿 qo 运动 到 
把 的 终端 (这 也 是 Gs 的 始 端 ), 如 此 类 推 , 直到 它 最 终 到 达 a 的 终 
端 . 每 一 次 这 个 点 经 过 项 4 时 ， 它 计数 着 两 个 位 于 4 的 弧 端 一 一 
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一 个 到 达 4, 一 个 就 要 离开 4， 由 此 , 位 于 4 的 绝 端 的 疙 数 必 然 是 
偶数 , 所 以 44 为 此 网 络 中 的 一 个 俩 秩 顶 点 。 才 

定理 1.3 营 一 连通 的 网 络 没 有 青 牧 顶点 ， 则 它 可 被 单一 的 
路 径 所 贰 穿 ， 并 卫 , 此 路 从 的 始 端 de 可 以 任意 选择 ， 而 构成 此 路 
和 色 的 那 一 囊 强 的 第 一 条 统 可 选 网 络 中 以 do 为 其 顶点 的 任 一 张 下 
当 之 . 

证 明 : 给 定 一 网 络 ， 其 中 包含 以 4o 为 始 端 的 弧 gm 令 41 为 mi 
的 终端 (4 和 do 可 为 同一 个 点 ), 并 在 网 络 中 连接 成 如 下 一 囊 弦 ; 
令 ts 为 网 络 中 任 一 不 同 于 91 且 以 4 为 其 一 项 虑 的 缴 ， 取 41 为 
aa 的 始 端 并 令 如 为 as 的 终端 ， 令 qs 为 网 络 中 任 一 不 同 于 aq 与 
把 且 以 4 为 其 一 顶点 的 就 ， 取 4 为 四 的 始 端 并 令 4 为 四 的 线 
端 , 如 此 类 推 。 当 尽 可 能 地 如 此 进行 下 去 时 , 这 一 过 程 斌 产生 了 一 
串 不 同 的 红 er az, …… qm 它们 在 网 络 中 构成 了 一 个 路 径 ， 若 弧 
4 的 终端 4, 不 同 于 顶点 do 时 , 路径 wy, aa …… om 计数 着 奇数 个 
位 于 4 的 强 端 (每 次 通过 时 就 有 两 个 颖 端 位 于 4n, 还 有 一 个 是 
弧 om 的 终端 )， 由 于 网 络 中 的 每 个 项 点 都 荐 偶 秩 ， 所 以 网 络 中 一 
定 存在 一 条 不 同 于 gl aa …… ,Hn 且 以 A 为 其 一 顶点 的 强 ， 于 是 
这 个 过 程 又 可 以 继续 进行 下 去 ， 故 而 ， 当 这 个 过 程 尽 可 能 地 进行 
下 去 时 ,4 必定 与 由 共 点 ,于 是 路 径 61, aa ……, an 是 封闭 的 ， 

车 此 路 径 后 , 66 ……， 号 贯 窑 整个 网 络 , 那么 就 证 明 完 毕 ; 老 
不 然 的 话 , 因为 此 网 络 是 连通 的 ， 所 以 就 存在 某 一 与 gl 62，……， 
0 不 相同 的 弧 本 ,其 中 如 的 一 顶点 BB 是 路 径 eu 02,………, 04. 上 的 
一 个 顶点 ; 令 之 为 西 =4r， 再 次 由 六 张 开 始 , 以 Bo 做 为 始 端 , 用 
同样 的 办 法 构成 由 一 串 引 8 5 gw 所 彩 成 的 一 个 封闭 路 径 ， 
其 中 每 一 弧 都 互 不 相同 且 不 同 于 op ez …… , mr 将 这 两 条 封 闲 路 
径 违 接 如 下 
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由 于 的 终端 与 591 的 始 端 相同， 而 ao 的 终端 与 41 的 始 端 相 
同 , 所 以 这 一 外 弧 为 一 路 径 ， 若 这 一 扩大 的 路 径 能 贯穿 整个 网 络 ， 
证 明 也 就 完毕 ;车 不 然 , 则 路 径 仍 可 以 继续 扩大 ， 因 为 网 络 中 只 有 
有 限 条 弧 ， 所 以 这 种 重复 的 扩大 必定 会 最 后 产生 一 条 员 合 整个 网 
络 的 路 径 . 《习题 11 将 讨论 这 一 证 明 的 逻辑 结构 )、 女 

定理 1.4 车 一 连通 的 网 络 惟有 两 个 奇 秩 顶点 ， 它 就 可 以 被 
单一 的 路 径 所 贯 罕 ， 而 此 路 径 的 始 端 和 余 端 分 别 是 网 络 中 的 这 两 
个 奇 牧 顶点 . 

证 明 : 给 定 一 网 络 , 其 中 4, 召 是 仅 有 的 两 个 奇 秩 顶 点 ， 用 一 
条 新 的 用 wo 将 4,B 连接 起 来 ， 形 成 一 个 新 的 扩大 了 的 网 络 ， 在 
这 个 扩大 了 的 阅 络 中 , 每 一 顶点 都 是 企 秩 , 由 定理 1. 3 可 知 存 在 路 
径 au co …… go， 宅 可 以 贯穿 这 一 扩大 了 的 网 络 ， 那 么 路 径 el 
m, …… 号 也 就 贯穿 着 原来 的 网 络 并 且 其 始 端 和 终端 正 是 这 两 个 
奇 秩 顶 点 4 和 巨 ， 鼠 

定理 1.5 者 一 连通 网 络 怡 有 2m 个 奇 秩 顶 点 ， 它 就 可 被 一 组 
条 路 径 所 贯穿 , 但 并 不 能 被 任何 一 组 少 于 ”条 的 路 径 所 贯穿 . 

证 明 : 习题 3 区 


习题 
1，(9) 摩 尼 将 斯 堡 桥 的 问题 已 经 表示 在 图 1.1 及 图 1.2 中 ， 解 决 这 个 


问题 。 
(8) 现在 库 尼 格 产 馆 有 思 座 桥 , 如 图 1. 5 扬 示 《 共 中 一 条 为 铁路 括 ), 是 
否 可 能 步行 游 遍 库 尼 客 斯 集 并 且 每 座 桥 都 只 通过 一 次 ; 如 果 不 包 括 铁 
路 桥 能 否 做 到 ? 
{e) 图 1.3 中 哪些 网 络 可 被 一 条 路 径 贰 穿 7 

2 了 覃 .6 表示 有 五 同房 疝 的 一 所 房子 的 平面 设计 , 是 次 可 穿 过 每 个 门 县 每 
个 门 都 只 通过 一 次 


图 1.6 
3. 证 明定 理 1,5. 
4 在 图 1.7 里 的 每 一 网 络 中 找 出 可 以 贯穿 网 络 的 一 组 路 径 , 使 得 该 现 络 不 
能 波 少 于 此 组 路 径 数 的 任何 一 组 路 径 所 贯穿 , 《提示 : 首先 决定 哪些 点 


是 硕 点 .) 
(9 


(tb) 
1.7 
5. 证 明 : 车 一 疝 络 恰 有 两 个 奇 获 项 点 , 则 性 何 可 以 届 穿 该 网 络 的 路 径 必 以 
这 两 个 奇 牧 磊 点 为 其 始点 与 终点 . 
6. {ga) 是 否 有 一 个 包含 50 条 弧 和 一 个 顶点 的 网 络 ? 
(0) 是 否 有 一 包含 一 条 浙 和 50 个 项 点 的 出 络 ? 


{5) 找 出 一 个 有 5 条 弓 和 8 顶点 的 网 络 。 
(9) 证 明 : 车 与 圈 为 下 整数 ， 使 得 m<2n， 则 从 在 一 个 有 m 条 弧 和 下 
个 项 点 的 网 络 ， 
《e) 证 明 : 车 # 与 名 为 所 理 数 ,使 得 m<n+1， 则 存在 一 个 含有 条 叉 
和 全 个 顶 点 的 连通 的 网 络 . 

7， 化 学 上 的 应 朋 ， 分 子 结构 可 以 用 一 个 网 络 疼 解 者 示 出 来 , 网 络 购 项 点 代 
恤 组 成 分 子 的 原子 ， 攻 代表 特定 项 子 对 之 冰 的 化 学 键 . 胃 1.8 表 明 由 《 
个 原子 构成 的 一 个 分 子 的 两 种 主要 不 同方 式 且 其 中 有 隔 个 原子 各 看 两 
条 化 学 键 , 而 另外 两 个 原子 分 别 有 一 个 或 三 个 键 . 


图 1.8 
tq) 证 明 由 题 中 对 四 个 原子 所 给 定 的 贸 只 能 有 图 1,8 中 两 种 分 子 结构 
形式 ， 
(58》 找 出 三 种 分 子 ,它们 可 由 四 个 原子 构成 ,其 中 有 两 个 原子 每 个 都 
两 个 化 学 键 , 而 另外 的 两 个 原子 每 个 有 三 个 化 学 键 ， 

3， 哈密 尔 硕 路 权 .， 本 文 的 定理 所 讲 竟 是 : 要 使 一 个 网 络 能 被 单一 路 径 黄 
穿 ; 共 充 分 必要 条 件 是 什么 ， 对 路 径 记 要 求 的 性 质 作 外 表 上 微小 的 改变 
就 能 完全 改变 这 个 问题， 一 个 网 络 中 的 哈密 尔 蜂 路 径 是 一 全 圭 针 的 路 
径 ， 使 得 网 络 中 的 每 一 项 点 恰好 只 是 路 径 中 一 条 亚 的 终端 . 《因此 也 恰 
好 只 是 路 径 中 一 条 亚 的 巡 满 )， 一 网 络 具 有- -条 哈密 尔 额 路 径 的 充分 必 
要 条 件 尚 不 知道 , 这 个 问题 来 源 于 爱 尔 当 数学 家 威廉 ， 罗 文 " 哈密 尔 由 
栈 士 (1805 一 65), 他 在 正 12 面体 上 讨论 了 沿 着 楼 的 这 种 路 径 . 

(a) 图 1.3 中 哪些 网 络 中 元 一 条 哈密 尔 屯 路径 ? 
人 妈 ) 图 1.7 中 避 些 网络 中 有 一 条 哈密 尔 顿 路 径 ? 

9 (a) 说 明 为 付 么 2-1 节 的 定理 使 拓扑 学 家 感 兴 超 ? 

S$ 


《5) 搁 一 个 使 拓扑 学 康 不 感 兴趣 的 关于 网 络 的 定理 . 

10， (9) 说 明 你 是 怎样 决定 图 1.7 中 哪些 点 是 顶点 的 .你 所 做 的 决定 是 叭 
一 可 能 的 快 定 吗 ? 
(8) 一 图 形 中 有 一 个 可 漆 是 顶点 或 不 必 一 定 是 顶点 的 点 , 如 果 这 个 点 被 
认为 是 硕 点 的 话 ,那么 它 的 秩 是 多 少 + 

11， 定 理 1.3 的 证 明 是 基于 数学 归纳 法 的 , 但 是 证 明 中 将 归纳 法 的 步 坚 掩盖 
了 ,指出 证 明 中 什么 地 方 出 现 了 这 种 现象 。 用 正式 的 归纳 法 步 台 重 写 证 
明 过 程 ， 


2-2 平面 网 络 


第 2-1 节 中 的 名 个 网 络 都 是 加 在 平面 上 的 ， 在 菜 些 情况 下 ， 
画 在 空间 前 网 络 可 以 拓扑 等 价 于 某 一 平面 里 的 网 络 ， 这 就 是 说 可 
能 找到 一 个 空间 里 转 定 网 络 的 弹 
性 运动 ， 使 得 该 网 络 置 于 一 个 平 
面 上 ， 图 2.1 表明 一 个 平面 里 的 
网 络 ， 它 拓扑 等 价 于 由 一 个 四 面 "| 
体 的 特 所 构成 的 网 络 ， 一 个 网 络 | 
闭 拓扑 等 价 于 荣 个 平面 土 的 网 国 21 
络 , 则 称 它 为 平面 网络 , 因此 图 2. 工 开明 由 四 面体 的 楼 所 构成 的 网 
络 是 一 个 平面 网 络 ， 如 果 不 仅 考 虚 四 面体 的 楼 ， 也 考虑 到 它 的 所 
有 表面 的 话 ， 它 就 不 能 由 图 2,1 拓 补 等 价 节 表示 ， 因 为 在 那个 图 
形 上 ,平面 上 的 一 个 点 就 会 代表 四 面体 上 不 同 面 上 的 两 个 点 

图 2.2 所 承 的 煤气 -水 -电网 络 是 非 平面 网 络 的 一 个 有 趣 的 例 
子 ， 它 表明 给 三 所 房子 (分 别 由 点 4 BO 表示 ) 的 经 一 所 提供 煤 
气 ,水 和 电 ( 分 别 由 点 G, 急 , 忆 天 示 ) 所 需 的 连接 图 ， 

定理 2.1 此 煤气 -水 -电网 络 是 一 个 非 平面 网 络 

证 明 : 我们 必须 证 明 ， 图 3. 2 所 示 的 网 络 不 能 经 由 弹性 运动 
而 被 置 于 一 个 平面 上 ， 用 反 证 热 证 明 。 假 谈 存 在 这 么 一 个 弹性 运 
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图 2.2 
动 , 那么 它 一 定 能 将 6 条 狐 : 4G, GB, BW, WC, C8, 和 如 4 变 岳 成 
完全 包围 着 平面 里 某 一 部 分 的 一 条 曲线 (图 2.3)， 至 于 剩 下 的 三 
条 红 4W，BE 和 CG， 其 中 一 条 必须 放 在 曲线 内 部 ， 而 另 一 条 得 
放 在 外 部 , 然而 无 论 怎 么 做 , 总 是 不 可 能 将 这 三 条 弧 中 的 最 后 一 条 
帮 到 平面 上 .之 
定理 2. 1 的 一 种 严格 证 明 需 要 关于 8 曲线 的 某 些 结果 ， 这 
些 是 超出 本 书 范围 以 外 的 ，[ 参 考 Kuratowski 的 书 《Sur le 
Probleme des Courbes Gauches en Topologie?] 


图 2-4 

定理 2.2 一 个 网 络 ， 它 的 五 个 顶点 中 的 笑 个 顶点 都 有 四 条 
就 与 其 余 四 个 顶 虚 各 自 相 联 (图 2. 当 ,是 个 非 平 面 网 络 , 这 样 的 网 
络 称 为 五 点 上 的 完全 网 络 ， 

证 明 : 习题 2， 冬 
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现在 我 们 已 经 看 到 两 个 不 能 被 置 于 平面 上 的 网 络 的 例子 (图 
2.2 和 图 2.4)， 波 基数 学 家 库 雷 爱 斯 基 (C. Kuratowski) 曾 用 这 
机 个 网 络 来 刻 划 出 平面 网 络 的 特征 ， 他 的 这 种 特征 化 也 用 到 了 子 
网 络 的 概念 ， 一 个 给 定 网 络 的 子 网 络 是 由 已 知 网 络 中 选 出 的 一 组 
路 径 构成 的 , 这 组 路 径 必 须 符合 下 列 两 项 限制 : 

(1) 任意 顶点 都 不 在 此 组 选 定 的 路 径 中 任 一 路 径 上 重复 《 除 
了 某 一 路 径 上 的 始 端 和 终端 可 为 同一 点 以 外 )。 

(2) 这 组 选 定 的 路 径 中 的 任意 两 条 路 径 不 得 相 认 ， 
能 在 它们 的 始 端 和 终端 处 相交 . 

这 组 选 定 的 路 径 就 成 为 新 两 : 
络 中 的 一 组 弧 ， 这 禅 的 新 网 络 称 
为 所 给 定 网 络 的 子 网 络 ， 例 如 图 
2. 55 中 的 网 络 是 图 2. 54 中 网 络 的 
子 网 络 , 它 是 选 自 图 2. 54 中 用 粗 
线 所 示 的 那些 路 径 所 构成 的 , 当 
然 , 一 个 网 络 可 以 有 很 多 子 网 络 , 图 2.5 

用 这 一 子 阅 络 的 术语 ， 我 们 能 久 给 出 亩 雷 妥 斯 基 的 结果 .他 
证 明了 [参考 文献 (28)] 任 何 一 个 不 能 置 于 平面 上 的 网 络 必 有 一 个 
子 网 络 拓扑 等 价 于 煤气 -水 -电网 络 或 五 点 上 的 完全 网 络 ， 由 此 ， 
这 两 种 网 络 就 刻 刘 出 平面 的 和 非 平 面 的 网 络 之 特征 ， 这 个 证 明基 
超出 本 书 范围 之 外 的 . 


习题 


1、 下列 网 络 申 哪些 是 平面 网 络 ? 对 每 个 平面 网 络 找 出 一 个 可 将 它 置 于 一 
个 平面 上 的 弹性 运动 
{q) 正方 体 的 楼 . 
《89)》 主 作 面体 的 楼 . 
《c) 正二 二 面体 的 楼， 
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(明正 并 面体 的 机 . 
{(e) 椅子 的 隆 , 椅 庆 间 的 横 撑 、 条 板 、 外 缘 ， 
(及 正方 体 的 粮 及 各 平面 上 的 对 角 弹 (注意 性 意 平 敲 上 的 两 条 对 角 线 相 
交 , 当然 交点 是 一 硕 点 ). 
(9) 正方 体 的 校 , 平面 上 的 对 角 线 及 体内 的 对 角 线 ， 
(到 正方 体 的 棱 及 体内 对 角 绪 . 
(#7 正八 面体 的 补 及 体内 对 角 线 . 

2。 证 明定 理 2.2. 

3。 定理 2. 1 中 的 煤气 -水 -电网 络 能 不 能 贺 在 球 画 上 ? 或 天 在 一 个 油 炸 加 
馈 移 表面 上 1 

4， 定 理 3.2 由 的 五 虑 上 的 完全 网 络 能 否 被 下 在 球面 上 7 或 区 在 一 个 油 烽 
用 饼 的 表面 上 ? 


2-3 ”四 色 癌 题 

着 色 一 张 地 图 需要 几 种 颜色 ? 没有 人 准确 地 知道 ， 本 节 我 们 
将 证 明 每 张 平面 地 图 可 以 用 五 种 颜色 着 色 .但 是 谁 也 没有 发 现 希 
要 用 五 种 颜色 着色 的 平面 地 图 的 例子 一 一 每 个 检验 过 的 例子 中 都 
只 需 四 种 颜色 就 能 给 地 留 着 色 . 几 位 杰出 的 数学 家 对 这 一 问题 进 
行 了 大 量 的 思考 , 但 没 人 能 证 明 四 种 颜色 总 是 足够 的 ,十 

在 开始 证 明 五 色 定 理 之 前 ， 首 先 要 清楚 地 了 解 什么 是 平面 地 
坪 ， 以 及 着色 一 张 平面 地 图 所 需要 的 条 件 。 一 张 地 图 是 一 个 网 络 
以 及 包含 此 网 络 的 表面 ， 如 果 这 个 表面 是 一 个 平面 ， 那 么 这 些 地 
图 就 称 为 平面 地 图 或 平面 上 的 地 图 图 3. 工 给 出 儿 个 平面 地 图 的 
例子 .本 节 只 考虑 平面 地 图 ， 在 更 为 一 般 的 表面 上 的 地 图 将 在 第 
4 章 里 讨论 . 

初 羞 起 来 平面 网 络 与 平面 地 图 间 的 区 别 是 很 小 的 ， 但 司 癌 并 
非 如 此 .事实 上 ， 两 者 的 出 发 点 是 党 全 不 同 的 .由 于 我 们 在 地 图 


1 星 向 是 最 近 已 被 解决 了 一 一 译 者 注 
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上 使 用 了 与 我 们 在 网 络 上 所 使 用 的 有 所 不 同 的 标记 和 术语 ， 这 种 
不 辐 又 被 加 强 了 ， 在 一 网 络 中 ， 我 们 的 主要 兴趣 集中 在 网 络 所 包 
含 的 那些 强 上 , 而 顶点 只 是 充当 次 要 的 角色 ， 但 是 , 在 一 地 图 里 ， 
主要 兴趣 的 中 心 却 在 于 那些 被 网 络 的 弧 分 割 表 而 而 成 的 各 个 区 
域 . 网 络 本 身上 只 充当 次 要 的 角色 , 在 地 图 册 里 的 一 幅 普 通 地 图 中 ， 
表面 上 的 这 些 分 割 而 成 的 区 域 就 是 地 图 所 示 的 州 或 国家 ， 一 般 情 
况 下 ， 表 面 上 的 这 些 区 域 称 作 地 图 的 各 个 下 ， 在 地 图 册 的 一 张 普 
通 地 图 上 ， 我 们 将 平面 上 的 地 图 以 外 的 那 部 分 也 算 做 地 图 的 一 个 
面 . 于 是 在 平面 上 , 地 图 的 看 中 有 一 个 是 没有 界限 的 , 网 络 上 的 引 
和 顶点 相应 地 础 做 地 图 的 边 和 有 顶 志 ， 和 构成 某 个 面 的 界 跟 的 那些 边 
叫 作 恋 面 的 边 ， 通 党 地 图 上 的 边 是 两 个 不 同 的 面 的 边 ， 但 图 3. te 
和 3. 葬 说 明 一 个 边 可 能 只 是 一 个 面 的 边 , 


= 个 提 四 
: 为 国 > 


图 3.1 平面 上 地 图 的 一 些 例子 
着 色 地 图 时 ， 共 用 一 个 边 的 两 个 面 必须 着 木 同 的 颜色 ， 如 果 
两 个 面 只 有 共同 的 顶点 或 没有 共同 的 边界 点 时 ， 它 们 可 以 着 成 同 
一 种 颜色 ， 例 如 , 图 3. 14 中 的 地 图 方块 中 的 四 部 分 可 以 只 用 两 种 
颜 名 来 着 色 , 因为 可 用 同样 的 颜色 着 色 对 角 的 两 部 分 ;方块 外 面 的 
低 域 必须 出 第 三 种 闸 色 ， 


AT 


现在 我 们 可 以 开始 讨论 五 色 定 理 了 ， 为 了 证 明 ， 希 要 几 个 畏 
助 结论 ， 这 些 结论 中 的 第 一 个 在 别 的 地 方 也 是 有 用 的 .一 张 地 图 
是 连通 的 ， 当 且 仅 当地 图 的 网 络 是 连通 的 . 对 任何 连通 的 平面 地 
图 , 地 图 的 顶点 数 , 边 数 和 面 数 有 下 面 定理 所 说 的 关系 . 

定理 3.1 ( 尤 拉 ) 若 , 至 了 分 别 为 一 连通 平面 地 图 的 顶点 
数 , 边 数 和 面 数 , 则 六 一 上 十 二 2 

证 明 : 任何 平面 上 一 连通 的 地 图 都 可 以 这 样 构成 ， 即 从 一 边 
开始 而 进行 以 下 三 种 步 又 (这 在 直观 上 是 很 明显 的 六 

Gi) 增加 一 个 新 的 边 ， 只 与 原来 边 的 一 个 端点 相 接 。 这 祥 就 

增加 了 : 1 个 顶点 ,1 个 边 , 没 增加 面 . 

(ii) 在 已 有 的 边 上 增加 一 新 的 顶点 。 这 样 就 增加 了 1 个 顶 

点 ,1 个 边 , 没 增加 面 ， 
《ii 增加 一 新 的 边 , 使 其 两 端点 均 与 原 有 的 顶点 相 接 .这 样 
视 有 增加 顶点 ,但 增加 了 1 个 边 ,1 个 面 . 

当 我 们 从 一 个 边 开 始 时 ， 有 两 种 可 能 性 : 既 可 能 是 有 两 个 顶 
点 和 一 个 面 ， 也 可 能 是 只 有 一 个 顶点 和 两 个 面 ， 在 这 两 种 情况 下 
都 有 ; 


V-E+F=2 

现在 注意 ,上 面 所 列 的 三 种 步 又 都 没有 改变 六 一 如 十 F 的 这 个 
和 数 .因为 任 一 种 步 绎 都 是 增加 一 条 边 , 一 个 顶点 ,不 增加 亩 ， 或 
者 增加 一 条 边 , 一 个 面 而 不 增加 顶点 ， 这 样 , 由 于 玉 , 至 下 分 别 是 
最 后 形成 地 图 的 顶点 数 , 边 数 和 面 数 ,我 们 仍 有 一 B+ 了 F 二 2。 饼 

地 图 是 正则 的 , 当 生 仅 当 其 每 个 顶点 的 牧 为 3， 图 3. 12 和 图 
3. 1d 都 是 正则 的 。 下 面 的 引 理 说 明 在 正则 、 连通 的 地 图 天 至 少 有 
一 个 面 是 较为 单纯 的 ， 

引 理 3.2 任何 平 而 正则 连通 地 图 至 少 有 一 个 面 只 有 五 个 或 
五 个 以 下 的 边 ， 
=" 42 4 


证 明 : 在 具有 了 个 顶点 , 召 个 边 .下 个 面 的 一 个 正则 连通 地 留 
上, 令 和 (人 =12,3,… 和 为 有 守 个 边 的 面 的 个 数 ， 那 公 面 的 总 数 
邯 为 四 十 za 十 93 一 … 玫 是; 
了 8 十 9 十 8 十 ……… 一 下 ， (1) 
其 次 , 每 条 边 恰 有 两 个 弧 端 县 每 个 顶点 都 有 三 个 弧 端 位 于 读 点 ， 
于 是 2 和 3F 两 数 名 给 南 了 邮 图 中 的 总 强 端 数 , 因而 这 两 个 表达 
式 必 相等 : 
28=3F, {2) 
第 三 ,地 图 上 的 每 条 边 或 者 只 是 一 信 面 的 一 边 , 或 者 恰 是 两 个 面 的 
一 边 ; 这样 如 果 我 们 把 每 个 面 的 边 数 加 起 来 以 计算 边 的 总 数 时 ,就 
有 一 些 边 只 计数 一 次 , 一些 边 计 数 两 次 ,但 不 会 有 任何 一 边 被 计数 
两 次 以 上 的 .nm 个 平面 中 的 每 一 平面 具有 一 个 边 , 计 有 个 边 ; 
个 平面 中 的 每 一 平面 都 有 两 个 边 ， 计 有 2ns 个 边 ; 如 此 类 推 ， 因 
而 有 ; 


8 十 29tz 十 3013 十 es 2 (3) 
由 定理 3, 1 我 们 有 : 
V—B+F=2, (4) 
从 等 式 (2) 及 (4) 
12~6F--6E .+6F=4E—6E+6F 
=—2E+6F. 
于 是 6F=12 十 28， 将 此 结果 与 等 式 (1), (3) 结 合 , 得 出 : 
Gmail 十 072 十 Ge 十 112 212 十 33 十 "yp 
或 
S571 十 412 十 Sma 十 2764 十 ?65 一 7 一 2788 一 "22 
对 于 每 个 i, 有 守 条 边 的 面 的 个 数 或 者 为 正 或 者 为 零 ， 故 mi 到 ns 
中 至少 有 一 个 数 为 正 , 即 ,至 少 有 一 个 面 有 五 仿 或 少 于 瑟 个 边 ， 祥 
现在 我 们 可 以 证 明 我 们 - 直 硼 望 的 那 类 结论 了 T. 先 处 理 用 6 
和 


种 颜色 给 平面 上 某 些 特殊 地 图 着 色 的 问题 ; 然后 , 我们 将 把 颜色 的 
数目 减 到 5 个 并 取消 对 地 图 的 限制 

引 理 3.3 任何 平面 正则 韦 通 地 图 可 用 6 种 颜色 着 色 

证 明 : 这 个 证 明 是 在 地 图 上 对 面 的 数目 进行 归纳 法 而 得 出 
的 。 任 何 有 六 个 面 或 少 于 六 个 面 的 地 图 显然 可 以 用 6 种 颜色 着 
色 . 考虑 有 # 个 面 的 正则 连通 地 图 , w>>6, 并 假设 所 有 少 于 % 个 面 
的 正则 连通 地 图 都 可 以 用 6 种 颜色 着 色 ， 那 么 只 要 证 明 这 个 地 图 
(有 +# 个 面 的 ) 可 以 用 6 种 颜色 着 色 就 行 了 ， 由 定 理 3. 2， 地 图 上 
至 少 有 一 个 面 # 有 五 条 或 少 和 于 五 条 的 边 ， 这 个 面 至 少 有 一 条 边 将 
这 个 面 与 易 一 个 面 分 开 (习题 D) , 选择 任意 一 条 这 样 的 边 。， 将 它 
从 图 形 上 移 去 ， 这 样 e 的 两 个 顶 虚 就 变 碱 秩 为 2 的 顶点 了 . 王 
是 由 于 将 秩 为 2 的 顶点 的 两 条 统 连 成 一 条 活 ， 就 不 需要 再 把 这 两 
个 顶点 视 为 顶点 了 。 这样 ， 移 去 边 。 使 面 与 另 一 个 面相 接 而 形 
成 一 张 新 的 有 *%* 一 1 个 面 的 正则 连通 地 图 。 由 归纳 法 假设 , 此 地 图 
可 用 6 种 颜色 着 色 ， 当 把 边 。 重 放 到 图 上 时 , 就 得 到 原来 的 地 图 ， 
而 面 了 最 多 与 其 他 五 个 面 有 一 条 公共 边 ， 所 以 在 六 色 中 必 有 至 少 
一 色 可 用 于 面 f 所 

习题 
1， 证 明 引 至 3,3 的 证 明 中 所 指出 的 问题 , 靶子 中 至 少 有 一 条 边 将 了 与 另 一 

面 分 开 . 提示: 由 了 的 任意 一 边 开 始 ， 先 构成 由 了 的 边 组 成 的 一 个 路 

径 ; 然后 由 于 地 画 上 只 有 有 限 个 顶点, 则 当 此 路 径 延 续 到 足够 长 时 , 其 个 


项 点 必须 要 出 现 两 次 . ) 
2. 在 引 亚 3. 3 的 证 哆 中 , 若 如 图 3.2 扬 示 ， 面 了 只 有 一 扫 边 时 情况 将 会 怎 


。 季 ， 


样 ? 提示 ; 当 移 去 边 e 时 ，e 的 一 个 顶点 就 会 变 成 穆 为 1 的 项 点 ， 可 不 
可 能 同时 都 去 也 含有 这 一 珊 点 的 另外 一 条 边 ?) 

- 给 图 3,1 中 擂 示 的 每 全 地 图 着 色 所 需 的 最 少 颜色 种 教 各 为 多 少 ? 

- (4) 如 引 理 3.3 的 证 明和 上面 的 问题 2 中 所 说 明 的 那样 , 在 图 3.3 中 所 
未 的 每 个 正则 连通 地 图 中 找 出 一 个 含有 五 条 边 或 少 于 五 条 边 的 而 和 
了 的 一 个 边 *， 使 得 。 将 了 与 其 他 的 面 隔 开 ， 移 去 边 e 得 到 比 原 地 图 少 
一 个 面 的 正则 连通 地 图 ，( 注 意 : 在 证 明 引 理 3.3 的 归纳 法 步骤 中 , 我 们 
若 感 的 是 多 于 六 个 面 的 地 图 但 为 了 莘 单 起 见 , 图 3, 3 中 的 地 图 中 的 而 
均 少 于 此 教 ,) 


{9) to} {el 
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图 3.3 
(8) 对 图 3,3ce， 3,3f 和 3. 39 中 所 示 地 图 ， 引 再 3.3 的 证 表 中 所 用 之 
妇 纳 法 证 明 步 骤 、 为 什么 行 不 通 ? 证 时 这 一 归纳 法 步 呈 可 用 于 任意 有 
两 个 以 上 项 点 的 正则 连通 地 图 
- 证明 不 可 能 有 五 种 以 上 的 正 立 体 . 《提示 : 考虑 由 此 种 立体 的 扶 遍 构成 
的 网 络 ， 如 果 每 个 顶点 秩 为 由 且 每 仿 面 是 有 和 人 m 边 的 多 边 形 , 证 明 xF 一 
2E=mF， 然 后 使 用 尤 拉 定理 , ) 
， (8) 证明 任意 正则 连通 地 图 上 有 偶数 个 而 点 . 
《5) 证 明 车 是 任意 正 侦 数 , 则 存在 一 个 有 个 顶点 的 正则 连通 网 络 . 
.在 引 埋 $.3 的 证 明 牛 , 为 什么 移 去 边 。 后 网 络 仍 是 连通 的 
。 画 一 地 图 , 其 中 每 个 面 都 有 不 少 于 六 条 的 这 . 


现在 我 们 已 经 看 到 6 种 颜色 足够 给 任意 正则 连通 地 图 着色， 
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下 一 步 的 任务 是 说 明 用 五 种 颜色 就 够 了 . 

引 理 3.4 平面 上 任意 正则 连通 地 图 可 被 5 种 颜色 着 色 . 

证 明 : 证 明 的 方 葵 是 在 地 图 中 对 面 的 数目 进行 归纳 ， 任何 有 
五 个 或 少 于 五 个 面 的 地 图 显然 可 用 五 种 颜色 善 色 ， 考 虚 有 "个 面 
的 正则 连通 地 图 ,其 中 n>>5， 并 假设 所 有 面 数 少 下 1 前 正则 连通 
地 图 可 以 用 五 种 颜色 着 色 ; 那么 只 要 证 明 这 种 有 ?个 面 的 地 图 可 
用 五 种 颜色 着 色 即 可 . 像 引 理 3. 3 的 证 明 一 样 , 至 少 有 一 个 面 了 含 
有 五 条 或 少 于 五 条 的 边 , 但 这 里 证 明 分 三 种 情况 进行 . 

情况 1. 面 了 有 四 条 或 少 于 由 条 的 边 . 证 明 过 程 与 引 理 3, 3 的 
证 明 过 程 完全 一 样 ; 找 出 将 了 与 其 他 面 分 开 的 了 上 的 边 e， 从 地 图 
上 移 去 e, 得 到 有 "一 1 个 洗 的 一 个 正则 连通 地 图 给 这 个 简化 了 
的 地 图 着 色 ， 当 把 边 。 重 新 放 在 地 图 上 时 ， 面 f 将 与 最 多 四 个 其 
他 的 面 有 一 条 公共 边 ， 于 是 五 种 颜色 中 必 有 一 种 颜色 可 用 来 着 色 
面子 

情况 2， 如 网 3. 4， 地 图 有 一 条 边 e， 使 得 当 e 从 地 图 上 移 去 


3.4 图 3.5 
时 ， 地 图 变 为 不 过 道 的 ， 由 于 。 使 地 图 不 过 通 ， 故 e 的 两 侧 必 为 


_ 同一 个 面 如， 并 且 在 这 个 面 里 我 们 可 以 画 一 曲线 C， 如 图 3.4 中 
的 叱 线 ， 它 从 * 的 一 侧 到 4。 的 另 一 制 ， 如 果 曲 线 C 只 围 件 地 图 的 
一 个 面 , 则 这 个 面 必 定 只 有 一 条 边 , 如 图 3, 5 所 示 . 这 种 情况 在 情 
况 ] 中 已 经 讨论 过 了 ， 同 桦 地， 如 果 曲 线 C 外 面 只 有 地 图 的 一 个 
面 ,就 又 出 现 情况 1 
.46 


她 果 忆 内 至 少 有 地 图 的 两 个 面 , 且 C 外 至 少 有 地 图 的 两 个 面 ， 
则 原 地 图 可 被 两 个 分 开 和 的 地 图 扬 代 赫 , 如 图 3. 6a 及 3. 65 所 示 , 这 
两 个 地 图 是 于 曲线 C 与 。 边 相交 己 点 处 《图 3, 4) 场 割 。 边 而 成 
的 .这 一 切割 使 得 此 网 络 不 连通 ， 现 在 考虑 由 此 网 络 之 分 离 的 两 
部 分 记 组 成 的 两 个 地 图 ， 每 个 新 好 图 由 于 在 边 e 被 截 处 王 点 上 各 
自 男 一 末路 而 成 为 正则 的 ， 在 赂 3.64 中 ， 面 fi 已 被 我 们 扩大 ， 


~、 而 万 面 上 Fd 
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包含 图 3.4 的 曲线 C 内 的 一 切 { 环 路 内 新 形成 的 面 除 外 ); 同样 , 图 
3,63 中 的 面 fi 几乎 包含 图 3.4 中 心 外 部 的 一 切 ， 现 在 ， 由 构造 
这 两 个 新 地 图 的 过 程 ， 我 们 知道 每 个 新 地 图 中 至 少 有 原 地 图 的 两 
个 面包 含 于 六 中 , 而 环 路 只 产生 一 个 新 的 面 ， 所 以 这 两 个 新 地 图 
各 含有 有 少 于 原 地 图 所 含 的 面 。 由 归纳 法 假设 ， 这 两 个 分 离 的 地 图 
中 的 每 一 个 均 可 被 五 色 着 色 ， 将 两 个 图 上 的 fi 面 着 成 同样 颜色 
把 图 3.6 中 的 两 个 图 放 在 一 起 , 把 两 个 环 路 缩 成 一 个 点 就 得 到 
一 个 用 五 种 颜色 着 色 的 不 图 . 
情况 3， 移 去 任何 一 边 都 不 能 使 地 图 成 为 不 连通 的 ， 而 且 有 

一 个 有 五 条 边 的 面 了 在 这 种 情况 下 , 不 存在 在 其 两 侧 是 同一 个 面 
的 边 , 因为 若 存在 这 样 的 边 , 则 移 去 它 可 使 地 图 成 为 不 连通 , 这 样 ， 
各 图 3,7 所 示 , 面 了 有 五 条 边 , 且 边 61, ez ez ee es 中 的 每 一 条 都 在 
其 另 一 侧 有 一 个 不 同 于 于 的 面 , 用 f; 表示 在 边 ei 的 另 一 侧 的 面 . 
面 无, fs fs, f4, fs 不 必 各 不 相同 , 但 下 面 我 们 将 看 到 ， 共 中 至 

少 有 两 个 面 是 不 同 的 , 并 且 没 有 公共 边 。 实际 上 , 车; 和 没有 
公共 边 , 我 们 就 可 以 用 它们 , 如 采 它 们 确实 有 一 公共 按 的话， 那么 
。47 -。 


就 可 能 在 面 ff 和 于 上 男 出 如 图 3.7 中 型 线 所 示 的 曲线 Cl， 这 
一 曲线 可 以 完全 包围 和 5 或 完 金 包 力 4 及 有 6， 在 这 两 种 铺 况 下 所 


图 3.7 3.8 


我 们 现在 假设 了 与 天 是 没有 公共 边 的 两 个 面 ， 从 地 图 上 移 
去 边 e 和 ss 做 一 新 地 图 , 如 图 3.8 所 示 , 其 中 所 和 连接 成 
一 个 面 , 利用 通常 省 略 项 点 的 办 法 +， 这 个 新 的 地 图 仍 保持 是 正则 
的 , 而 且 移 去 el 和 es 之 后 , 地 图 依 热 是 连通 的 .因为 , 局 如 点 4 可 
通过 褒 着 原来 前 面 妃 的 迅 运动 而 与 点 如 相连 , 这 个 新 地 图 比 诛 地 
图 少 两 个 面 , 因此 报 据 妇 纳 法 候 设 , 新 地 图 可 用 五 种 颜色 着 色 ， 芥 
县 原 地 图 因此 也 可 用 五 种 颜色 着 色 ， 因 为 当 把 边 e 和 6s 重 放 在 
地 图 上 时 , 面 有 和 二 没 有 公共 边 ， 所 以 可 以 用 同一 种 颜色 着 名 ， 
并 且 下, fo, 户 , fi 广 五 个 面 最 多 只 需 用 四 种 木 同 的 颜色 着 色 ， 这 
样 在 五 种 颜色 中 至 少 还 剩 下 一 种 可 用 于 面 几 ， 芯 

现在 很 容易 证 明 五 色 定理 了 : 这 只 需要 去 掉 加 在 所 考虑 地 图 
上 的 正则 履 与 连通 性 的 限制 即 可 . 

定理 8.5 平面 上 的 任何 地 图 可 用 五 种 颜色 着 色 . 

证 明 : 首先 考虑 平面 上 任意 一 个 连通 地 图 ， 将 每 个 秩 # 二 3 

1 此 指 秩 为 2 的 项 点 , 若 它 为 二 相 异 弓 之 交点 ， 则 经 常 可 以 省 略 不 计 ， 而 掀 比 二 相 
异 弧 达成 一 骂 。 一 一 去 者 注 
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的 顶点 “ 吹 " 成 有 % 个 边 的 小 面 , 就 得 到 一 个 正则 连通 地 图 (图 3.9 
表明 将 秩 分 别 为 1,2, 5 的 顶点 网 起 来 的 过 程 )， 从 引 理 3.4 知 ,所 
得 出 的 正则 连通 地 图 可 用 五 色 着 色 ， 于 是 将 所 增加 的 每 一 个 小 面 
缩小 成 一 个 点 ， 我 们 就 得 到 着 好 色 的 原来 的 连通 地 图 ， 这 一 缩小 
过 程 并 不 使 原 地 图 上 两 个 不 同 的 面 的 任意 公共 边 发 生变 化 ， 所 以 
此 种 着 色 是 令 人 满意 的 ， 所 以 ， 平 面 上 的 任意 韦 通 地 图 可 为 五 种 
颜色 着 色 , 


一 o 一 co 一 ZE 


图 3.9 从 秩 为 1,2,5 的 顶点 构 追 成 秩 为 3 的 顶点 


景 后 , 考虑 平面 上 一 个 任意 地 图 ， 如 果 它 是 不 连通 的 , 只 要 增 
加 一 些 新 的 边 , 并 使 这 些 新 的 边 的 两 侧 是 同一 个 面 , 我 们 就 能 使 地 
图 成 为 连通 的 。 前 面 的 段落 说 明 , 连通 地 图 可 为 五 种 颜色 着 色 , 只 
要 去 掉 用 来 使 地 图 成 为 连通 的 所 增加 的 那些 边 ， 就 得 到 一 着 好 色 
的 所 给 的 任意 地 图 .因为 这 些 新 边 的 每 一 条 的 两 侧 都 是 同一 个 
面 , 所 以 这 些 边 的 两 侧 是 同一 种 颜色 , 于 是 取消 这 些 边 之 后 ， 此 种 
着 色 仍 然 令 人 满意 ， 祥 


习题 ( 续 ) 


9， 对 图 3. 10 中 每 一 地 图 进行 定 至 3, 5 的 证 明 中 所 谎 的 构成 方法 ， 从 而 得 
出 一 正则 过 通 地 图 . 
切 ，(@B} 对 图 3. 11 中 的 每 个 地 图 ， 决 定 需要 应 用 引 至 3.4 的 证 盟 中 的 哪 一 
种 情况 (这 些 情况 并 非 互相 排斥 的 , 所 以 , 可 以 应 用 一 种 以 上 的 情况 ). 
(8) 在 图 3. 1T1 中 的 每 一 个 地 图 上 , 有 五 条 边 的 特殊 的 面 用 字母 了 宗 记 . 
了， 


图 3.11 
试 对 这 一 再 进行 引 理 3.4 的 第 三 种 情况 的 证 明 过 程 . 
11， 力 3.12 是 一个 平面 上 的 正则 过道 地 图 ， 读 图 需 用 引 理 3. 4 的 证 明 中 的 
哪 几 种 情况 ?证 明 此 图 可 为 四 种 颅 色 疮 色 . 
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12. 证 时 下 述 命 题 , 它 与 引 埋 3.4 的 证 明 中 情况 2 所 用 的 图 3.4 有关， 如 曲 
线 C 内 只 围 着 地 网 全 面 , 则 这 全 面 必 只 有 一 条 


图 3,12 
13. 证 明 引 孝 3.4 申 情 况 $ 所 用 的 下 述 结论 : 兰 地 图 之 一 边 e 在 其 两 人 出 有 网 


一 个 面 , 到 移 去 。 将 使 地 图 威 为 不 连通 的 . 
14. 诈 明 下 述 命 题 ， 它 与 引 理 3, 4 的 证 明 中 情况 $ 所 用 的 图 3.8 有 闫 : 点 4 
可 以 沿 着 原来 的 面 玫 的 边 移 动 而 与 点 旦 相连 . 

*15. 证 明 不 可 能 厅 平 面 上 画 出 一 个 地 图 , 筷 的 二 个 面 有 如 下 性 质 : 它们 中 的 
每 一 个 都 与 共 他 四 个 面 有 一 条 公共 边 ， 为 什么 这 不 能 证 明 四 色 完 还 7 
《提示 : 同 亿 一 下 五 个 点 上 的 完 当 网 络 不 能 画 在 平 丽 上 . ) 

16, 举 一 例 证 明 , 对 任意 正 整 数 nm, 在 三 维 空间 中 卷 可 能 有 个 立体 ， 其 中 浆 
一 个 都 与 其 他 的 每 一 人 有 一 公共 区 战 ( 面 )， 由 此 , 把 四 色 癌 题 扩 展 到 二 
维 空间 里 的 体积 上 来 于 不 令 人 感 兴起 了 ,。 


5 。 
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三 维 空间 里 的 拓扑 等 价 关系 


3-1 拓 扩 等 价 关系 

一 个 立体 球 拓扑 等 价 于 一 个 立方 体 或 任何 正则 立体 ， 如 像 第 
1 登 申 提 到 的 , 三 维 欧 几 里 德 空 间 中 的 瑞 个 图 形 称 做 拓扑 等 价 的 ， 
当 且 仅 当 存在 一 弹性 运动 ， 使 得 其 中 一 图 形 与 另 一 图 形 重合 ， 当 
然 如 果 我 们 给 出 两 个 物理 客体 , 其 中 一 个 是 固体 橡胶 球 , 另 一 个 是 
固体 的 木 制 立方 体 ， 我 们 不 能 使 橡 灵 球 与 本 立方体 重合 .如果 我 
们 起 使 它们 重合 , 它们 就 得 互相 擅 击 , 使 得 橡胶 球 平 贴 在 立方 体 的 
外 表面 上 而 不 通过 立方 体 的 内 部 ， 这 一 例子 可 以 用 来 强调 数学 所 
研究 的 图 形 一 一 无 论 是 在 软 几 里 德 几何 中 还 是 在 拓扑 学 中 一 一 不 
是 物理 客体 , 而 是 抽象 图 形 ， 一 个 三 角形 不 是 可 以 用 本 头 ,纸张 或 
绳子 做 成 的 东西 , 它 是 由 以 某 种 方法 安放 在 一 起 的 “线段 "构成 的 ， 
而 线段 又 是 “点 ”的 某 种 组 合 ， 这 样 ， 对 几何 或 拓 种 进行 任何 认真 
的 研究 , 就 需要 一 个 适当 的 基础 知识 ， 即 对 点 集合 进行 一 些 讨论 ， 
并 清楚 地 理解 怎样 使 一 个 点 集 与 另 一 个 点 集 重合 ， 我 们 将 这 一 基 
础 知识 放 在 第 6 章 里 ， 现 在 ， 我 们 仍然 依靠 对 图 形 的 拓扑 等 价 的 
直觉 , 它 是 建立 在 理想 弹性 图 形 的 弹性 运动 上 的 ， 

下 面 将 讨论 我 们 感 兴趣 的 几 个 标准 图 形 ， 共 中 有 的 在 前 面 榴 
章节 中 非 正 式 地 出 现 过 , 但 为 完备 起 见 , 这 里 将 它们 描述 一 番 . 

一 个 图 是 一 平面 则 线 ， 宅 上 面 的 每 一 点 与 平面 上 一 定点 的 距 
高 为 某 一 定 长 ， 这 一 定点 就 是 圆心 ， 定 长 即 贺 的 半径 ， 一 单纯 封 
闭 曲 线 乃 是 与 图 拓扑 等 价 的 曲线 。 一 个 单纯 封闭 曲线 可 以 在 一 个 
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平 而 上 也 可 以 不 在 一 个 平面 上 . 图 1.1 给 
出 不 在 一 平面 上 的 打 结 的 单纯 封闭 曲 续 的 
例子 . 

一 个 开 转盘 必 是 平面 上 被 某 一 圆 所 围 
住 的 那 部 分 ， 但 不 包括 加 本 身 ， 一 个 闭 辆 
坦 帮 是 平面 上 的 某 一 圆 的 内 部 或 较 上 的 那 
部 分 , 即 图 曲线 上 的 每 一 点 都 在 闭 图 盘 上 . 
注意 ， 无 论 开 的 或 乓 的 圆 盘 都 是 平面 上 的 图 11 
一 个 表面 .一 个 闲 的 图 盘 是 一 个 开 的 圆 盘 加 上 其 内 部 为 该 开 贺 扒 
的 那个 圆 . 

一 个 球面 是 一 个 三 维 的 表面 ， 它 上 面 所 有 的 点 与 某 一 定点 的 
距离 为 某 一 定 长 , 这 个 定点 即 此 球面 的 球 心 , 这 个 定 长 即 此 球面 的 
半径 ， 

一 个 开国 妹 是 三 维 空间 中 被 某 一 球面 所 国 住 的 那 部 分 ， 但 不 
包括 球面 本 身 ， 一 个 闭 圆 球 是 三 维 空间 中 某 一 球面 的 内 部 或 球面 
上 的 那 部 分 ( 即 球面 上 所 有 的 点 都 在 闭 加 球 上 )， 注 意 ， 无 论 江 贺 
球 还 是 闭 贺 球 都 是 三 维 空间 里 的 一 个 立体 ， 一 个 闭 贺 球 是 一 个 开 
回 球 加 上 其 内 部 为 该 开 圆 球 的 那个 球面 ， 

一 全 带电 个 枉 的 球 画 力 是 三 维 空间 里 这 样 的 一 个 表面 : 在 一 
球面 上 羡 2p 个 洞 , 弯曲 多 个 不 同 的 管子 ， 将 它们 的 两 端 分 别 插 在 
这 些 洞 里 而 得 到 的 一 个 表面 ， 图 1.2 表示 一 个 带 三 个 栖 的 球面 . 

一 个 “ 胎 形 ”( 图 1.3) 乃 是 三 维 空间 里 这 样 的 一 个 表面 : 将 
一 个 贺 绕 圆 所 在 平面 且 不 与 此 圆 相交 的 直线 旋 灶 而 得 到 的 一 个 表 
面 ， 可 以 把 胎 形 想 成 一 个 车 轮 的 内 胎 或 -… 个 油 炸 圈 镜 的 表面 ， 

如 果 两 个 图 形 是 拓扑 等 价 的 ， 我 们 可 以 用 一 弹性 运动 将 一 图 

. 形变 成 另 一 图 形 来 证 明之 .例如 , 设 有 一 圆 形 橡胶 带 , 我 们 可 将 它 
切断 , 弯曲 成 图 1. 1 中 曲线 的 形状 , 然后 再 把 两 端 接 成 它们 原来 的 
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图 1.8 
样子 .这 可 以 证 骨 图 1 1 中 的 曲线 确实 是 一 个 单纯 封 闲 曲线 ， 因 
为 它 拓扑 等 价 于 一 个 加 . 
那么 怎样 证 明 两 个 图 形 不 是 括 扑 等 价 的 呢 ? 这 襄 需 要 证 明 不 
“ 存在 任何 弹性 运动 , 可 将 一 个 图 形变 成 与 另 一 图 形 重合 ， 当 然 , 我 
们 不 可 能 一 一 试 轩 每 种 弹 件 运动 一 一 不 同 的 弹性 运动 太 多 了 命 给 
出 这 并 证 明 的 一 个 方法 起 , 找 出 其 中 一 个 图 形 的 一 种 性 质 , 而 这 性 
质 不 为 另 一 图 形 所 具备 ， 如 果 这 一 性 质 是 拓 捉 性质， 那么 这 两 个 
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图 形 就 不 可 能 是 拓扑 等 价 的 .因为 任何 弹性 送 动 都 不 能 产生 或 消 
除 这 一 性 质 ， 所 以 没有 一 种 弹性 运动 可 使 其 中 的 一 个 图 形 与 另 一 
图 形 重 售 ， 我 们 证 明 一 个 球面 不 拓扑 等 价 于 一 个 胎 形 ， 以 此 为 例 
说 明 这 类 证 明 过 程 ， 事 实 上 ， 如 果 球 面 上 面 有 一 任意 单纯 封 阅 曲 
线 , 并 沿 此 曲线 切割 球面 , 则 这 个 表面 就 分 裂 成 两 部 分 ， 改 球面 上 
任意 单纯 封 闲 曲 线 都 便 得 这 个 球面 不 再 是 连通 的 、 而 胎 形 不 具有 
这 一 性 质 ， 如 果 有 一 个 圆 穿 过 胎 形 的 一 个 洞 并 围绕 着 胎 的 枫 切 
面 , 用 这 样 的 加 曲线 切割 此 胎 形 , 这 个 表面 就 变 成 一 个 管子 ， 但 它 
仍然 是 一 个 整体 ， 所 以 胎 形 不 能 被 这 样 的 曲线 切割 成 不 连通 的 ， 
故 胎 形 不 具有 球面 所 具有 的 上 述 性 质 ， 而 且 ， 一 个 宕 面 可 以 被 它 
上 面 的 任 总 单纯 封 亲 曲 线 切 制 成 不 连通 的 这 一 性 质 显 然 是 拓扑 性 
质 . 干 是 , 一 个 球面 与 一 个 验 形 不 拓 择 等 价 . 


习题 


I. (a) 证 明 胎 形 拓 扑 等 价 子 只 有 一 企 孔 的 钮 扣 的 表面 , 并 卫 也 拓扑 等 价 于 
带 一 个 柄 的 球面 . 
全 ) 胎 形 上 是 否 有 一 单纯 封闭 曲线 可 以 使 胎 形 霹 为 不 连通 的 ? 
， 证 明 有 ?个 孔 的 钮 扣 的 表面 拓扑 等 价 于 带 卫 个 柄 的 球面 , 
，(@) 证 明 带 两 全 柄 的 球面 不 后 扑 等 价 于 带 三 个 栖 的 球面 ， 
《5b) 证 明 若 2? 基 9 则 带 ? 个 栖 的 球 桥 不 拓扑 等 价 于 带 9 个 本 的 球面 
4， 将 下 列 各 项 分 组 , 使 得 同一 组 中 的 各 项 
都 是 氛 关 等 价 的 ， 而 不 同 组 的 各 项 不 是 
拓 外 等 价 的 - 
(2) 个 加 
(5) 一 个 下属 灼 ， 
《0) 一 线段， 
〈E) 一 个 球面 ， 
《e 一 个 球状 党 三维 窒 半 中 同心 而 
半 答 不 等 的 两 个 球面 之 间 的 部 分 ) 
《7 一 个 球 ， 


wm 


(9 )》 正方 体 的 表面 ， 


{)》 一 个 正方 位， 
(1 ) 一 个 正方 体 , 它 具 有 -个 穿 得 它 的 润 ， 
(了) 一 个 胎 形 ， 


(x) 由 四 面体 的 楼 组 成 的 网 络 ， 

(7 》 一 个 形 如 煤气 管 的 立体 ， 

(区 》 一 个 形 如 两 端 各 有 一 个 答 的 煤气 管 的 立体 ， 

(ma )》 一 个 形 如 一 只 右手 的 厚 皮 手 穴 的 立体 ， 

(60) 一 个 形 如 一 只 左手 的 原 皮 手套 的 立体 ， 

(3) 一 只 形状 简单 的 金 戒 沸 ， 

{4) 一 个 贺 环 ( 卑 桓 上 同 男 心 不 同学 径 的 两 全 圆 之 问 的 部 分 )， 

(7) 一 张 唱片 的 表面 ， 

{#) 图 1.49 中 的 网 络 ， 

{#4) 图 1. 上 她 中 前 网 络 , 
5. 将 图 1.5 中 的 大 写字 且 

分 组 , 使 得 在 同一 组 内 的 

各 个 字母 是 拓扑 等 价 的， 

并 且 不 同 组 中 的 字母 不 

是 拓 站 等 价 的 . 


3-2 表面 的 分 类 

每 个 学 生 都 知道 一 张 
普通 的 纸 有 两 个 面 ， 有 峙 图 15 
他 必须 只 在 一 面 上 写字 ， 有 时 则 可 在 两 面 上 都 写 , 在 这 一 节 中 , 我 
们 将 看 到 一 些 只 有 一 个 面 的 表面 的 例子 ， 但 首先 必须 稍微 详细 一 
点 描述 , 我 们 所 要 考 虐 的 到 底 是 哪些 表面 . 

怕 平 面 或 球面 一 样 ,一 个 天 而 可 以 是 “两 维 的 ”; 但 是 ， 伸 出 一 
根 刺 的 球面 (图 2, 1o) 或 两 个 相 切 的 球面 (图 2.15) 的 情况 怎样 呢 ? 
它们 是 表面 吗 f 本 节 我 们 考虑 一 种 叫做 流 形 的 特殊 表面 ， 一 个 流 
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形 是 一 个 连通 的 表面 ( 即 , 一 个 “一 整 片 "的 表面 )， 共 中 ,极其 人知 近 
表面 上 任何 一 点 的 局 部 表面 都 拓扑 等 价 于 一 开 圆 盘 这 就 是 说 ， 
对 表面 上 的 每 一 点 多 此 表面 上 所 有 与 点 足够 近 的 点 构成 一 个 
与 开 圆 盘 拓扑 等 价 的 集 含 ， 这 个 由 在 表面 上 所 有 党 近 ? 点 的 点 所 
构成 的 集合 叫做 了 的 邻 域 . 

图 2.1 中 所 示 表 面 都 不 是 流 形 , 在 图 2. 1 中 ， 在 刺 上 的 点 没 
有 满足 所 需 条 件 的 邻 域 .在 加 2.18 中 的 表面 上 在 接近 两 球面 切 
点 的 地 方 不 与 图 盘 拓扑 等 价 ， 


(oa) 《by 
图 2-1 


一 个 表 闸 是 “有 界 ” 的 ， 当 且 仅 当 整 个 表面 都 包含 在 茶 个 开 贺 
球 中 ， 脆 形 是 有 界 表面 , 平面 不 是 有 界 表 面 , 如 果 考虑 一 个 表 遂 的 
基 一 片 特定 部 分 时 ， 这 片 表面 的 “边界 "定义 为 把 这 一 片 与 表面 的 
其 余部 分 分 开 的 那 条 昌 续 例如 , 把 圆 盘 视 为 平面 的 一 部 分 , 图 盘 
的 边界 就 是 包围 它 的 那个 圆 ; 平面 上 一 个 圆 环 的 边界 包括 两 个 圆 . 
注意 , 表面 上 的 某 一 片 的 边界 不 完全 取决 于 这 一 片 本 身 , 而 且 也 取 
决 于 表面 的 其 余部 分 , 因为 边界 必须 是 两 个 集合 的 “划分 者 "或 “ 边 
界 "， 这 一 点 可 以 骨 一 个 例子 说 清楚 ， 如 上 所 说, 若 将 圆 盘 视 为 平 
面 上 的 一 部 分 ， 它 的 边界 就 是 一 个 阅 ， 假 如 我 们 把 一 个 贺 盘 做 为 
该 贺 盘 本 身 的 一 部 分 来 考虑 ， 则 表面 上 所 有 的 点 都 在 所 考虑 的 这 
一 部 分 里 , 于 是 当然 不 存在 这 一 部 分 和 表面 上 其 余部 分 之 同 的 “ 划 
分 者 "， 即 , 当 把 贺 盘 看 做 是 它 自 身 的 子 集 时 ， 它 没有 边界 ， 在 第 
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8-3 节 中 ,我 们 将 有 对 “边界 "的 一 个 更 令 人 满意 的 定义 ， 现 在 , 我 
们 只 关心 一 些 简 单 的 情况 , 所 以 只 要 用 直觉 概念 就 够 了 , 当 我 们 说 
到 一 个 表面 的 边界 时 ， 我 们 总 是 认为 这 已 知 开 面 是 其 自身 自然 延 
伸 的 那个 表面 的 一 部 分 , 例如 平面 里 的 圆 盘 . 注意 到 下 面 一 点 也 是 
很 重要 的 ， 即 , 尽管 “有 界 的 ”(bownded) 和 “边界 (osmagar 及 这 两 
个 词 很 相像 , 这 两 个 冉 念 却 是 根本 不 同 的 . 一 个 球面 和 一 个 圆 替 都 
是 有 界 的 表面 , 但 是 球面 没有 边界 , 而 图 盘 的 边界 是 一 个 加 .一 个 
平面 是 没有 边界 的 无 界 表 而 ; 平面 上 的 一 细 条 是 有 两 条 平行 线 为 
边界 的 无 界 部 分 ， 一 个 表面 是 “封闭 的 ”, 当 且 仅 当 它 是 有 办 的 且 
没有 边界 ， 一 个 球面 是 一 个 封 阁 的 表面 , 因为 它 是 有 界 的 , 并 且 我 
们 可 以 在 一 个 球面 上 自由 运动 而 永远 不 会 磁 到 一 个 边 . 另 一 方面 ， 
无 论 开 的 还 是 闭 的 贺 盐 都 不 是 封闭 的 表面 ， 因 为 它们 都 有 包围 着 
它们 的 贺 伐 为 边界 , 注意 , 在 者 面 上 “封闭 的 ?一 词 的 用 法 与 第 2-1 
节 中 关于 网 络 之 路 径 为 “封闭 的 ”的 用 法 相同 . 在 这 两 种 情况 下 , 它 
都 是 指 运动 不 会 为 一 个 端点 或 一 条 边 所 阻止 . (一 个 封闭 的 路 径 不 
要 求 有 界 性 这 一 条 件 , 因为 所 有 路 径 都 是 有 界 的 )， 一 个 流 形 可 以 
是 也 可 以 不 是 一 个 封 闲 的 表面 ， 球 面 是 一 个 菠 形 , 它 是 封闭 的 ; 开 
加 益 也 是 一 个 流 形 , 但 它 不 基 封 闭 的 表面 ， 闭 图 盘 不 是 一 个 流 形 ， 
因为 在 边界 圆 上 一 点 的 靠近 地 方 , 其 表面 不 拓扑 等 价 于 开 圆 盘 . 

有 一 个 有 趣 的 方法 来 表示 某 些 流 形 ， 即 把 长 方形 的 基 些 边 粘 
售 超 来 , 例如 , 图 2. 2 中 , 把 长 方形 
的 两 端 巾 合 在 一 起 ， 使 得 标记 为 
AB 的 两 条 线段 重合 , 并 使 图 中 的 
两 个 箭头 方向 一 致 、 这 个 长 方形 
所 表示 的 流 形 就 是 一 三 福 曲面 . 
注意 线段 BB，44 代表 图 柱 表 面 
两 端的 加 .在 这 两 个 线段 (或 图 ) 
+ 


上 的 点 不 能 包括 在 流 形 上 上 , 因为 它们 在 表面 上 没有 合适 的 邻 域 . 贺 
桩 的 这 种 表示 法 有 时 很 方便 ， 因 为 它 能 平 放 在 岩 上 而 且 立 即 可 以 
看 到 表 疝 的 一 个 面 的 全 部 ， 

假设 图 2, 2 中 的 一 个 箭头 个 过 来 ， 如 图 2, 3 所 示 .如 果 把 长 
方形 的 一 端 握 180", 然后 将 两 端 粘 合 在 一 起 , 使 得 标记 为 4B 的 两 
个 线段 重合 ， 并 且 使 两 个 箭头 的 方向 一 致 , 就 得 到 一 个 叫 Mobius 
个 的 流 形 (图 2.38). 为 了 得 到 -个 访 形 , 必须 像 图 2. 2 中 那样 ,这 


(a) tp! 
图 2.3 图 2.3 Mibius 带 


个 表面 必须 不 包括 图 2. 3 中 的 两 条 水 平 线段 ， 然 而 这 两 个 线段 不 
再 代表 两 个 是 了 ， 这 里 它们 代表 同一 单纯 封闭 曲线 的 两 半 。 一 个 
M6bius 带 只 有 一 个 面 (side), 为 了 了 解 这 一 点 ， 设 想 一 只 营 电 从 
卫 点 出 发 沿 表面 上 的 曲线 妃 疏 行 , 它 沿 着 局 的 虚线 部 分 回 到 了 点 ， 
由 于 苍蝇 胎 设 有 穿 过 表面, 也 没有 绕 过 表面 的 边 , 所 以 它 一 定 一 直 
在 表面 的 同一 面 , 但 是 看 起 来 , 它 是 从 表面 上 它 所 出 发 的 “ 另 一 面 ” 
回 到 点 卫 的 . 因此 看 起 来 是 也 点 所 在 表面 的 两 个 不 同 的 面 , 实际 上 
只 是 此 表面 的 同一 面 的 两 个 部 分 ， 注 意 单 面 性 (onesideness) 与 
其 说 是 表面 的 内 在 属性 , 倒 不 如 说 是 它 的 外 在 的 属性 ,这 就 是 说 , 检 
验 一 个 表面 是 否 是 单 面 的 , 不 完全 是 在 表面 上 进行 的 , 而 是 使 用 了 
周围 的 空间 .在 上 面 苍 蝇 的 例子 中 ,我 们 已 经 默认 :如 果 苍 电 走动 时 
脚 一 直 在 表面 上 , 并 且 不 通过 表面 的 任 合 边 , 则 它 的 头 的 运动 所 经 
过 的 所 有 的 点 也 一 定 在 表面 的 同一 面 , 如 果 表 面 是 一 Mbins 带 ， 
这 只 巷 归 的 头 就 能 从 任意 接近 表面 的 点 运动 到 任何 另 一 接近 表面 
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的 点 ,于 是 所 有 点 都 在 表面 的 同一 面 ,这 表面 是 单 面 的 .从 习题 5 到 
习题 9 都 与 表 阐 的 内 在 性 质 有 关 , 这 个 性 质 与 音 面 性 紧密 相连. 

图 2.4 给 出 一 个 面 的 浇 夯 的 男 一 个 例子 ， 庆 个 流 形 昌黎 克 来 
因 撼 (E&Iein)， 它 不 可 能 在 三 维 空间 中 造 出 来 .图 2, 44 给 出 克 来 


一 一 一 人 


图 2.4Klein 手 
因 瓶 的 表示 : 一 个 两 对 过 分 别 粘 合 的 长 方形 .用 实 箭头 标量 两 条 
这 的 粘 含 给 出 一 个 圆 福 形 表 面 (图 2. 45)， 它 的 两 端 还 有 待 重 得 
在 一 起 ， 这 一 步 紧 不 可 能 在 三 维 空间 中 进行 。{ 如 果 2. 4e 所 未 )， 
圆 简 的 一 端 一 定 要 规 过 面 而 从 里 面 与 另 一 端 相 接 ， 和 但是， 这 个 表 
而 在 瓶颈 通过 三 的 她 方 不 能 与 其 自身 相交 《这 就 需要 一 个 四 维 空 
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间 来 使 得 瓶颈 “ 绒 过 "这 个 表面 而 不 是 “ 穿 过 " 它 )。 

下 而 的 定理 给 出 一 个 有 趣 的 对 封 闲 的 双 面 流 形 的 分 类 法 .类 
似 的 对 单 面 流 形 的 分 类 法 可 在 所 给 的 参考 文献 中 找到 . 

定理 2.1 任 一 封闭 的 双 面 沪 形 均 拓 种 等 价 于 一 个 带 用 个 
柄 的 球面 ， 

证 明 : 本 定理 的 证 明 超出 本 书 的 范围 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 在 
参考 Brumfiel，Eicholz，Shanks 的 上 4Geometry333 页 定理 2 
或 参考 Aleksandroy 的 书 <Combinatorial Topology> vol. 1 
第 110 页 定理 7.2 中 找到 证 明 。 密 


才 一 之 a 

me 人 本 

1， 将 一 长 方形 的 边 如 图 2.5 所 示 的 那样 “ ER 4 
粘 含 起 求 ， 它 表示 一 个 益 样 的 图 撒 ; 图 2.5 


2. 对 下 列 每 一 表面 说 出 它 是 人 j) 圭 闭 的 或 不 封闭 的 , (i 是 一 个 流 形 或 不 是 
一 个 流 形 ，( 这 ) 彰 面 的 或 双 而 的 ，(iv) 有 界 的 或 无 界 的 ， 对 伍 一 个 封闭 
的 江面 流 形 找 出 数字 妨 ， 使 得 该 直面 拓扑 等 价 于 摔 卫 个 柄 的 球面 。 

《9 一 个 平面 ， 

8) 一 个 胎 形 , 

Le) 一 个 M5bius 棋 ， 

(8) 一 个 克 来 因 撼 ， 

te) 一 个 开 图 夫 ， 

{f) 一 个 闭 网 盘 ， 

(9) 图 2.66 的 表面 

{和 图 2.63 的 表面 ， 

ti) 图 2.64 所 示 的 有 于 个 对 顶 着 的 网 锥 表面 ， 

{2) 一 把 椅子 的 全 部 志 面 ( 构 返 , 条 板 , 椅 座 , 靠 肖 和 狠 ). 

3， 如 图 2.7 所 示 的 那样 对 圆柱 表面 和 M5bius 带 进行 试验 : 在 将 两 端 粘 合 
之 前 把 一 问 担 玫 次 ,然后 沿 虚 线 c 切割 表面. 扭 的 次 数 产生 了 和 计 么 作用 ? 
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图 2.7 图 2.8 
4- 有 一 种 古老 的 东方 游戏 叫做 五 子 概 , 是 责 个 人 玩 的 ， 在 一 正方 形 板 上 精 
坚 各 画 13 条 或 25 条 线 (图 2.8) ， 每 个 准 戏 者 有 他 自己 那个 颜色 的 一 
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些 棋子 .游戏 者 部 谢 走 积 ， 将 模子 放 在 共 线 与 纵 线 的 交点 上 , 械 子 一 经 
放 好 就 不 得 再 移动 ， 首 先 将 它 的 五 个 棋子 放 在 同一 行 (水 平 的 , 会 直 的 
或 对 角 线 的 ) 相 邻 位 置 上 的 游戏 者 获胜 .由 于 试 把 过 个 游戏 放 在 胎 形 
(图 2. 6 和 Klein 狗 ( 图 2. 49) 上 进行 , 这 两 个 图 形 上 的 和 个 方向 皆 画 上 
从 条 线 . 《因为 它们 的 边 训 粘 合 的 地 方 , 为 了 方便 起 见 , 规定 把 棋子 放 在 
方 烙 里 而 不 放 在 线 的 交点 处 . ) 

，(@) 试 证 : 在 一 个 Mibius 带 寺 可 以 选择 一 个 绕 点 五 的 旋转 方向 , 然后 
使 刀 环 绕 这 个 表面 运行 ， 同 时 不 改变 绕 这 个 动 点 达 的 原来 旋转 方向 ， 使 
得 当 王 点 回 到 它 的 出 发 点 时 ， 绕 点 三 的 旋转 方向 与 出 发 时 选 定 的 不 同 ， 
具有 这 种 性 质 的 央 面 叫做 " 非 可 定向 的 "; 不 具 此 条 件 的 家 页 称 做 “可 定 
向 的 "。 (提示 : 试 沿 图 2.9 中 的 虚线 移动 点》 


图 2.9 图 2.10 


(6) 蚂 形 是 可 定向 的 还 是 非 可 定向 的 ? 
(o) 克 来 因 瓶 是 可 定向 的 还 是 非 可 定向 的 1 

， 图 3.10 所 示 鬼 珍 面 是 一 个 “投影 平面 "*， 尽 答 在 投影 几何 课程 中 我 们 是 
从 不 太一 样 的 钙 度 来 研究 它 的 。 它 拓扑 铬 价 于 我 们 在 投影 儿 委 谋 各 中 
所 学 的 一 种 表面 . 
(ga) 讶 明 ; 可 将 一 投影 乎 画 视 为 一 个 图 盘 和 一 条 Mibius 带 ， 它 们 的 达 
是 精 售 在 一 起 的 .提示 ; 沿 图 3,10 中 的 漠 线 切割 此 投影 平面 ) 
印 ) 此 投影 平面 是 可 定向 的 玛 ? 
(c) 此 投影 平面 是 一 合流 形 吗 ? 
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7， 证 明 : -- 个 包含 在 普通 三 维 空间 中 的 臣 形 是 可 定岗 的 , 当 且 仅 当 它 是 有 


9. 


两 个 面 的 ， (提示 ; 考虑 一 只 苦 蝇 在 流 形 的 表面 上 肛 行 ， 同 时 涝 虑 对 读 
营 蝇 从 头 到 阅 的 一 个 右手 曝 旋 运动 .) 


图 ” 11 所 示 竟 表面 是 一 访 形 蚂 y 它 是 可 定向 的 还 是 非 可 定向 的 7 者 治 


一 条 环绕 表面 的 曲线 , 并 保持 在 所 画 的 那 条 较 高 的 线 的 下 面 , 切割 表面 ， 
将 出 现 什 么 情况 ? 考 沿 虚 线 妇 切割 表面 将 会 出 现 什 么 情况 ? 


i 
图 2.11 图 2.12 


图 2. 12 所 示 为 一 个 边 长 为 2 个 单位 长 度 以 原点 为 申 心 的 立方 体 ， 我 们 
照 下 列 规则 使 该 立方 体 表 耐 上 的 点 对 (Pqira of points} 粘 合 : 在 zx=1] 
的 面 和 z= 一 1 的 而 上 ， 粘 合 那些 以 z 轴 为 对 称 轴 的 点 对 ， 即 粘 合 所 有 


点 对 (1， 人 与 (一 ]， 一 上 3). 在 #=1 的 面 和 y= 一 1 的 面 上 , 粘 合 


那些 以 了 轴 为 对 称 轴 ， 即 粘 合 所 有 点 对 如，I， 旨 与 (% 一 
一 好 在 z=1 的 面 和 z= -1 的 面 上 ， 粘 合 那 此 以 z8 平面 为 对 称 面 的 
点 对 ， 即 粘 合 所 有 点 对 (Zz， 了 与 二 一 D. 
现在 我 们 得 到 一 个 立体 ,对 于 它 的 每 一 点 , 它 的 邻近 空 馈 均 拓扑 等 
价 于 球 ， 这 样 的 立体 叫做 三 维 流 形 ， 然 而 这 个 三 维 流 形 是 以 特殊 方式 
地 曲 的 ， 下 而 考虑 由 这 个 立体 与 三 个 坐标 面相 奖 而 得 到 的 三 个 表面 。 
(9) 其 由 部 个 表面 是 可 定向 的 ? 
《5》 革 中 哪个 在 这 立体 中 是 单 面 的 ? (提示 : 设想 一 只 苔 蝇 用 脚 在 表面 
上 面 走动 , 找 出 它 的 头 所 经 过 的 可 能 的 轨迹 . ) 


《ce) 对 由 所 有 些 标 满足 等 式 x 十 加 十 2 = 的 点 所 组 成 的 表面 进行 治 


样 的 讨论 . 
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送 柄 的 球面 上 的 地 图 


41 引 圭 

在 第 2-3 池 中 我 们 定义 地 图 为 一 个 网 络 连同 包含 读 网 络 的 表 
面 、 我 们 冰 讨 论 了 平面 地 图 的 某 些 性 质 ， 在 第 三 章 里 ， 我 们 过 论 
了 更 一 般 化 的 表面 并 半 明 任何 封闭 的 双 面 的 表面 拓扑 等 便于 带 几 
个 柄 的 球面 ， 在 这 一 章 时 , 我 们 将 讨论 在 这 些 更 一 般 化 的 表面 ( 带 
儿 全 柄 的 球面 ) 上 的 地 图 .由于 平面 上 的 四 色 问 题 尚未 解决 ， 那 
么 读者 可 能 会 怀疑 , 对 这 些 更 一 般 的 类 闸 上 地 图 着 色 问 题 , 所 了 解 
的 东西 会 非常 少 ， 惊 人 的 是 ， 已 经 证 明 在 这 些 更 为 一 般 化 的 表面 
上 上 地 图 着 色 问 题 动 更 为 容易 解决 ， 节 4-4 给 出 胎 形 上 地 图 着 色 问 
是 的 解决 办 法. 


4-8 单 连通 集合 

在 一 已 知 表 面 上 的 任 一 地 图 , 地 图 的 面 (faces) 力 是 这 已 知 表 
面 被 (地 图 的 ) 网 络 中 的 驶 所 分 制 成 的 那些 分 离 的 小 片 卖 面 . 因而 ， 
地 图 的 任意 一 个 面 者 是 表面 上 一 小 片 连 通 的 部 分 ， 这 种 连通 小 片 
称 为 单 连通 的 ， 当 且 仅 当 读 片 上 的 任 一 单纯 封闭 曲线 可 以 畸变 
(deformation)+ 为 此 片上 的 一 点 ， 即 ， 在 晓 变 过 程 中 ， 曲 线 必 须 
始终 留 在 该 片上 . 

上 畸 访 (deformation); 折 扑 学 中 常用 的 ~ 个 专 有 名 请 ， 此 处 可 直观 地 理解 如 
下 : 在 一 技 紧 了 的 橡皮 片 工 丽 一 单 匈 封 亲 山 线 ,然后 逐渐 屯 故 松 ， 这 时 它 上 面 的 图 形 
的 变化 (或 变形 ) 训 称 为 畸变 、 若 设想 橡皮 可 无 限 收 纪 、 而 曲线 中 间 无 洞 ， 岂 此 明 线 就 
有 可 能 贿 变 成 一 点 (站 强 的 近似 }。 一 一 译 者 注 
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图 2. Ice 证 实 了 一 图 盘 是 一 个 单 连通 集合 , 因为 圆 盘 上 任意 单 
纠 封 闷 曲 绕 C 可 团 变 为 加 鼻 上 的 一 个 点 ， 另 外 ， 一 个 油 炸 圆 饼 或 
一 个 环 状 的 区 域 (图 2. 15) 不 是 单 连 通 的 ,因为 曲线 局 不 能 在 不 离 
开 该 区 域 的 条 件 下 畸变 为 一 个 点 .一 个 平面 或 一 个 球面 也 是 单 连 
通 集 合 的 例子 ， 胎 形 不 是 音 连 通 的 .注意 使 昌 线 变 成 一 个 点 的 畸 
变 过 程 不 是 弹性 运动 ， 因 为 这 一 变形 使 曲线 上 不 同 的 点 融合 为 同 
一 点 . 


to) 人 tb) 
2.1 

当然 , 即使 在 一 个 不 是 单 连 通 的 连通 集合 中 , 也 会 有 一 些 可 以 
畸变 为 此 集合 上 的 一 点 的 单纯 封闭 曲线 ， 知 果 有 一 种 方法 可 以 改 
变 这 样 的 集合 ， 使 得 其 上 只 存在 这 些 可 崎 变 为 集合 上 一 点 的 单纯 
连通 曲线 ， 则 这 个 集合 就 可 变 为 单纯 连通 的 .这 种 变化 方法 一 般 
是 从 集合 上 移 去 某 些 狐 ， 这 些 被 移 去 的 施 称 做 切割 绕 ， 图 2.2 所 
示 的 是 一 单 连 通 集 合 , 它 是 由 让 图 2. 15 所 示 的 泣 炸 圈 忌 上 进行 一 
次 切割 而 得 到 的 。 从 油 称 转 饼 上 移 去 这 一 切割 上 的 所 有 的 点 ， 使 
得 该 集合 中 任意 单纯 连通 曲线 都 可 湖 变 为 集合 中 的 一 点 

有 一 些 连 通 集合 (图 2.3)， 它 们 需要 进行 两 个 切割 才能 变 为 
单 连通 集合 。 很 容易 明白 , 怎样 就 能 得 到 希 要 三 次 ,四 次 或 任何 多 
蓝 数 次 的 切割 , 才能 变 成 单 连通 集 的 集合 . 
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图 2.2 


图 2.3 


但 是 任意 违 通 集 均 可 由 数 次 切 制 变 为 单 连通 集 这 一 结论 却 不 


是 明显 的 . 困 


难 之 处 在 了 


,一 个 单 连 通 集合 必须 是 连通 的 。 可 以 想 


像 得 到 的 是 , 为 得 到 单 连通 集合 所 需要 进行 的 切割 , 可 能 使 该 集合 
分 离 为 两 片 或 更 多 片 . 我 们 将 假设 ， 任 何 封闭 的 双 面 表面 上 的 地 
图 .E 的 各 个 面 ， 都 可 以 由 一 些 切 害 变 


成 单 连通 的 . 


对 于 图 2. 1 和 2, 3 中 的 集合 ， 很 
容易 看 出 ， 当 引入 一 切割 使 得 表面 成 
为 单 连通 之 后 ， 任 何 附加 的 切割 都 将 
使 表面 不 连通 ; 即 , 任何 附加 的 切割 都 
使 表面 分 离 为 两 片 ， 我 们 假设 有 下 列 


结论 ;在 一 个 
单 连通 集合 中 


封闭 的 双 面 流 形 上 , 一 个 
世 的 任 一 转制 必 分 离 该 集 


合 为 两 个 单 连通 小 片 - 


习题 


1 下 列 哪 些 表 面 是 单 连通 的 ? 对 每 个 不 是 单 过 道 的 表面 进行 切割 ， 使 它 
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变 成 单 过 通 的 ， 并 验证 任何 附加 切割 均 会 使 胡 面 分 烈 为 两 个 单 连 通 的 
小 片 . 

(9) 贻 形 , 

(5) 球面 ， 

《c) 带 两 个 柄 的 球面 ， 

(q) 图 2.4 所 示 的 球面 的 一 部 分 ， 

le) 图 3.5 拨 示 的 带 三 个 栖 的 球面 上 的 地 图 的 各 个 面 . 


4-3 尤 拉 定 百 
本 节 我 们 将 证 明 带 汪 个 柄 的 妹 面 这 种 一 般 情况 下 的 尤 拉 定 理 


(定理 3.3)， 为 简便 起 见 , 首先 考古 球面 本 身 ( 意 即 不 带 柄 的 )， 并 


证 


平面 上 的 尤 拉 定理 (第 2 章 中 定理 3. 了 得 出 球面 上 的 万 拉 定 理 . 


有 好 几 种 方法 可 以 将 球面 上 的 地 图 与 平面 上 的 地 图 联系 起 来 ， 其 
bh 最 简单 的 联系 方法 是 由 图 3.1 扬 示 的 樟 点 投影 (polar projec- 


不 9 间 ， 平 面 与 球面 在 点 3 处 相 切 , 点 立 与 点 8 在 同一 直径 上 的 不 
同 端 ， 即 六 与 3 是 一 球面 直径 的 酚 个 端点 、 对 于 球面 上 任何 不 是 
丰 点 的 己 虚 , 过 丸和 王 的 直线 与 平面 恰 有 一 交 贞 @， 反 过 来 说 ,对 


平面 上 每 一 点 过 与 杂 的 直线 与 球面 相交 怡 为 一 不 为 义 的 点 
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P， 这 样 , 我 们 得 到 球面 上 的 点 与 平面 上 点 间 的 一 个 对 应 ， 球面 
上 的 点 如 对 应 于 平面 上 同一 点 8， 妹 面 上 的 虑 六 不 与 平面 上 的 任 
一 点 对 应 ， 但 刀 是 球面 上 不 与 平面 上 任 一 点 对 应 的 叭 一点。 这 种 
点 -点 的 对 应 则 做 从 去 的 极点 投影 ， 点 吉 思 做 投影 极 . 


图 3.1 球面 到 平面 的 极点 投影 

网 出 球面 上 任 一 不 在 地 图 网 络 上 的 点 元 , 从 六 进行 极点 技 影 ， 
就 可 以 使 球 画 上 任 一 地 图 转换 到 平面 上 去 。 反 过 来 讲 ， 平 而 上 的 
任何 地 枚 可 用 极点 投影 转换 到 球面 上 ， 其 中 投影 极 不 在 球面 的 网 
络 里 实际 上 ， 极 点 总 是 位 于 和 平 而 地 图 的 “外 部 ” 面 (face) 对 应 
的 面 上 . 

定理 3.1 ( 尤 拉 ) 孝 球面 上 一 连 道 地 图 有 广 个 顶点 , 吾 条 过 ， 
了 个 面 , 则 


V—E+F=2. 

证 明 : 球面 上 任 一 壕 通 地 图 可 用 一 极点 投影 转换 成 平面 上 的 
一 连通 地 图 , 革 这 两 个 地 图 有 同样 数 自 的 预 点 , 边 和 面 ， 则 从 第 二 

章 定 理 3.1 可 推出 这 里 的 结论 . 
我 们 屡次 用 到 一 个 事实 ， 即 贺 或 平面 上 任意 单纯 封闭 曲线 将 
平 商 分 为 三 部 分 一 一 曲线 内 部 ， 上 曲线 外 部 及 曲线 本 身 ， 球 面 上 的 
任意 单纯 封闭 曲线 也 将 球面 分 为 三 部 分 一 一 两 个 区 域 及 曲线 本 
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身 ， 但 平面 上 和 球面 上 的 情况 有 一 不 同 之 处 : 在 平面 上 , 一 个 单纯 
封闭 曲线 可 崎 变 为 曲线 内 部 的 一 个 点 ， 但 不 能 暑 变 为 曲线 外 部 的 
一 个 点 ， 在 球面 上 ， 一 个 间 纯 封闭 曲线 可 畸变 为 球面 上 除了 曲线 
- 本 身 外 的 两 个 区 域 中 任 一 区 域 上 的 一 个 点 ， 这 些 事实 已 由 图 3.2 
表示 出 米 了 ， 这 一 结论 恰巧 说 明 球 面 与 平面 不 是 拓扑 等 价 物 ， 因 
为 我 们 已 经 找 出 一 种 拓扑 性 质 使 得 它们 相 异 ， 这 一 结论 并 不 出 人 
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图 3.2 
从 上 述 讨 论 可 以 得 到 男 一 个 有 趣 的 蔡 论 ， 它 由 下 面 的 定理 曾 
述 出 来 . 
定理 3.2 球面 上 一 地 图 的 各 个 面 饼 为 单 连通 ， 当 且 仪 当地 
图 是 连通 的 


证 得: 给 定 球 画 上 的 任 一 地 图 ， 其 中 有 一 个 夯 了 不 是 单 连通 
的 。 我 们 来 证 晓 此 地 图 不 是 连通 的 ， 实 际 上 ， 存 在 一 单纯 封闭 曲 
线 C, 它 完 全 在 了 内 部 (C 不 包含 网 络 上 的 点 )， 且 C 不 能 畸变 为 
中 的 一 个 点 ， 现 在 若 将 C 从 球面 上 截 去 , 球面 就 剩 下 两 个 区 域 4 
和 4， 因为 C 可 以 畴 变 为 这 两 个 区 域 的 任 一 区 域 中 的 一 个 点 ， 所 
以 4 和 4: 都 不 能 完全 包含 在 了 中 - 用 44 代表 区 域 和 4 或 44. 已 

经 证 明 4 包含 面 了 上 的 点 和 地 图 上 其 它 面 上 的 点 ， 因 琵 4 必 包 
7O 。 


含 网 络 中 构成 两 个 面 之 问 的 边界 的 某 一 部 分 ， 但 是 ， 车 网 络 的 类 
一 弧 上 的 任意 一 点 在 4; 内 , 则 这 整 条 弧 必 在 4; 内 ， 因 为 4; 的 办 
线 C 不 包含 网 络 上 的 点 ， 这 样 ，4 包含 网 络 的 一 整 条 弧 并 因此 必 
须 包含 网 络 的 一 个 顶点 ， 令 a 为 网 络 的 包含 在 4;: (ti 二 1，2) 中 前 
一 个 顶点 , 则 网 络 上 不 存在 以 a 及 o 为 顶点 的 路 径 ， 因 为 这 样 的 
路 径 一 定 得 穿 过 CC， 由 此 证 明 网 络 不 是 连通 的 . 

另 一 半 道 定理 的 证 明 留 做 练习 (习题 3)， 反 

定理 3,2 说 明 球 面 上 连通 地 图 的 各 个 面 都 是 单 连通 的 。 对 于 
平面 上 或 带 了 个 柄 (% 汪 中 的 球面 上 的 连通 地 图 , 此 结论 不 成 立 . 然 
而 , 如 果 将 地 图 是 连通 的 这 一 前 提 换 成 每 个 面 是 单 连通 的 , 则 龙 拉 
定型 可 推广 到 带 福 球 匣 上 的 地 图 上 . 

定理 3.3( 尤 拉 ) 著 带 2 个 柄 的 球面 上 的 地 图 有 下 个 顶点 ,至 
条 边 和 也 个 面 , 且 每 个 面 是 单 连通 的 , 则 

V—B+F=2—2p. 

证 明 : 在 开始 证 蛤 之 前 , 我 们 党 做 出 两 个 预备 的 论述 ， 

$ 一， 注意 我 们 要 证 明 的 这 个 方程 式 是 表示 地 图 的 一 个 拓扑 
性 质 ， 在 证 明 这 一 绪论 的 过 程 中 ， 可 以 使 用 任 一 弹性 运动 随意 改 
变 这 个 地 图 ， 并 且 只 要 我 们 能 证 肯 对 于 改变 了 的 地 图 来 说 此 等 式 
成 立 ， 则 它 一 定 也 对 原 地 图 成 立 ， 在 证 明 过 程 中 所 使 用 的 弹性 运 
动 将 使 整个 表面 仍 保留 原来 的 形状 与 位 置 ， 但 这 一 运动 要 延展 或 
缩小 地 图 的 基 些 面 ， 从 而 使 某 些 个 别 的 点 运动 到 表面 上 不 同 于 它 
碌 来 位 置 的 地 方 去 ， 我 们 把 这 种 弹性 运动 史 做 “使 网 络 在 表面 上 
滑动 的 运动 >， 但 是 , 当然 , 在 实际 的 弹性 运动 中 , 表面 是 与 网 络 一 
起 滑动 的 - 

第 二 , 注意 , 只 要 能 够 满足 下 列 要 求 ， 我 们 就 能 够 任意 地 改变 
地 图 (网 络 或 表面 )， 要 求 是 ， 对 于 新 的 地 图 (有 个 顶点， 已 条 
边 和 下 个 面 )， 一 女 十 F' 之 和 与 V 一 十 的 值 相等 。 实际 上 ， 

=。 TI - 


72 ， 


我 们 甚至 可 以 允许 对 地 图 进行 使 得 六 一 十 相去 一 了 十 的 净 
化 , 只 要 我 们 记 住 这 个 表达 式 的 值 的 改变 , 并 在 最 后 的 结果 中 把 这 
个 改变 算 进去 就 行 了 . 

现在 可 以 对 定理 3. 8 进行 证 明了 .图 3.3 举例 说 明了 带 三 个 
酉 的 球面 的 情况 ， 图 中 只 给 出 网 络 的 一 部 分 ， 我 们 来 考虑 在 带 Z 
个 补 的 球面 上 的 任意 地 图 ， 它 的 各 个 面 都 是 单 连通 的 (图 3. 39)， 
并 假设 网 络 已 经 在 表面 上 滑动 过 了 ， 而 使 得 它 欧 任何 项 点 都 不 在 
柄 与 球面 相 接 处 的 加 上 ; 并 且 使 得 任何 柄 与 球面 相 接 的 圆 都 不 与 
网 络 的 统 有 公共 线段 ， 因 为 地 图 的 每 个 面 都 是 单 连通 的 ， 于 是 任 
何 一 个 面 都 不 可 能 包含 着 任 合 一 个 柄 贺 截 面 ， 这 样 , 对 于 每 个 桥 ， 
网 络 中 至 少 有 一 条 路 径 要 沿 荐 炳 的 纵 长 方向 行进 (图 3, 3e 给 出 顶 
加 上 两 条 这 样 的 路 径 及 柄 有 a 和 上 各 一 条 这 样 的 路 经 ). 

现在 , 对 地 图 连续 进行 三 次 变换 , 对 共 中 每 一 次 变换 , 有 : 

+ 

首先 在 网 络 上 增加 顶点 ， 对 每 个 桥 加， 选择 酉 与 球面 相 接 的 
圆 es, 并 且 在 网 络 与 任何 阿 citi ==1, 2, 3,…, 功 相交 处 放 上 一 个 顶 
点 ， 每 个 新 加 的 顶点 使 原来 的 缴 变 为 两 个 小 弧 。 于 是 ， 如 果 我 们 
令 代表 网 络 上 增加 的 新 顶点 的 数目 , 财 所 增加 的 边 数 也 为 x， 而 
面 的 数目 不 变 . 

第 二 步 ， 在 网 络 上 增加 新 的 弧 ， 沿 着 短 个 圆 6; 被 新 顶点 (前 
一 变化 所 增加 的 ) 所 分 割 成 的 弧 增 加 新 弧 ， 在 每 个 贺 c 上 ， 所 增 
加 的 弧 的 数目 等 于 前 一 ' 次 变换 中 所 增加 的 顶点 数 ， 于 是 ， 所 增加 
的 弧 的 总 数 为 %。 这 些 新 中 的 每 一 条 都 是 地 图 中 的 一 个 单 连通 面 
的 切割 。 这样 ， 每 条 新 增加 的 弧 都 将 一 个 面 分 为 两 个 较 小 的 单 连 
通 面 , 从 而 使 得 面 数 增加 x 同时 顶点 数 日 保持 不 变 ， 

第 三 步 , 沿 每 一 个 圆 6; 切割 表面 ， 并 将 柄 的 割断 端 拉 得 稍微 
离开 球面 , 使 得 这 些 同 成 为 从 球面 表面 上 突出 来 的 管子 (图 3. 36). 
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同时 , 由 于 在 辆 名 割断 端 复制 了 6 的 顶点 和 强 ， 我 们 就 更 改 了 网 


络 . 


复制 的 6; 记 为 ot， 在 这 第 三 次 变化 的 地 图 中 ,一 共 增 加 了 


个 顶点 ,条 边 , 没有 塔 加 面 。 现在 这 个 表面 上 有 2 个 男 油 和 ?个 
一 端 开 太 的 管子 粘 在 表面 上 面 . 地 图 上 现在 有 十 28 个 顶点 ; 
召 +3r 条 边 和 也 +% 个 面 . 


最 后 一 步 ,我 们 对 地 图 进行 变化 ,使 得 V' 一 古寺 FF 二 VV 一 二 了， 


我 们 将 每 个 管子 缩 回 到 去 面 上 , 得 到 一 个 有 22 个 圆 洞 的 球面 ， 特 
这 些 润 填 满 一 一 给 地 图 增加 2p 个 开山 强 状 的 面 . 现在 我 们 得 到 
一 个 球面 上 的 地 图 , 它 有 了 二 2n 个 顶点 , 玉 十 32 条 边 和 百 十 2 十 2 
个 单 连通 面 ， 由 定理 3.2 和 这 个 球面 上 的 地 图 是 连通 的 ， 于 是 ， 
由 定理 3.1, 有 : 


或 : 


A 如 


(P+2n)— (B+3n) F (F+ n+ 2p) =2, 
V—B+F=2—2p, < 


习 太 


二 目地 球 的 极点 抽 影 , 它 的 投影 械 访 为 北极 ， 


(9) 球面 上 的 绪 线 在 平面 上 的 象 是 什么 : 

(5) 球面 上 的 经 线 在 平面 上 的 象 是 什么 : 

(c) 球面 上 婚 不 是 经 线 也 不 是 纬 线 的 加 在 平面 上 的 象 是 什么 ? 
{a) 其 在 平面 上 的 象 是 直线 的 球面 上 的 昌 线 有 何 尾 点 ? 


， 找 出 球面 上 一 个 不 连通 地 图 , 其 中 下 一 十 F 生 2， 对 不 面 上 的 地 图 来 说 


V- 百 +F 的 可 能 值 是 什么 ? 


.证明 : 苦 球 面 上 一 地 图 的 每 一 个 面 都 是 单 连 通 的 , 则 该 地 图 是 连通 的 . 
(a) 证 明 不 存在 一 个 其 各 个 面 都 是 单 连 通 的 平面 地 图 ， 


《8) 举例 证 明 对 任何 乡 >0 带 包 个 柄 的 球面 上 存在 一 连通 地 图 , 它 有 一 
个 面 不 是 单纯 连通 的 ， 


,图 3.4 给 出 一 个 器 两 个 柄 的 妹 而 上 的 地 图 ， 


(9) 地 图 上 FF， 二 也 的 信和 是 凶 少 8 
(a) 它 的 每 企 面 都 是 单 连 道 的 吗 ? 
74。 


图 33.4 

{e) 说 明 不 可 能 背 动 这 个 地 图 上 的 网 络 , 从 而 舍得 对 两 个 柄 中 的 每 一 个 
来 说 , 有 ~- 个 它 与 球面 相 接 处 的 加 是 由 网 络 的 数 条 是 组 或 的 、 
(号 对 于 定理 3.3 的 证 明 , 证 明 对 某 些 地 图 来 说 ,对 它们 所 进行 的 前 两 
个 变换 可 由 地 图 在 表面 上 的 一 些 滑动 来 代替 . 但 要 证 明 , 这 一 代替 并 不 
适用 于 所 有 地 图 . 

， 在 节 3-2 中 我 们 已 知 一 个 与 名 一 个 柄 的 球面 拓扑 等 价 的 胎 形 可 由 一 个 
其 各 边 以 特定 方式 粘 合 的 长 方形 来 代表 .说 明 图 3.54 和 3.55 都 代 袁 
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一 全 有 两 个 柄 的 球面 . 《提示 : 沿 网 络 的 弧 切 割 图 3. 4 得 到 图 3, 5 简 
化 图 3.4 中 的 地 图 并 再 次 切割 它 ， 得 到 图 3, 55. ) 在 这 两 图 形 中 的 每 一 
个 王 标 将 同样 的 字母 的 两 个 边 要 粘 合 在 一 起 ， 并 司 得 两 个 东 头 方向 


图 3.6 


?7 图 3. 6 和 图 3. 68 都 代表 了 一 个 带 两 个 本 的 球面 上 的 地 图 (只 有 并 线 是 
地 图 的 边 )， 将 这 两 个 地 图 各 自 画 成 如 图 3,4 中 的 形式 . 

8 图 3. 4 和 图 3.7 都 表示 带 两 个 柄 的 球面 上 的 一 个 节 图 ,试用 类 似 图 3. 6 
的 形式 来 代表 它们 . 
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4-4 有 贻 形 上 的 七 色 定 理 


在 第 3-3 节 中 , 我 们 已 经 证 明了 , 任何 平面 地 图 均 可 用 五 种 颜 
色 着 色 , 同时 我 们 也 提 到 , 到 现在 为 止 还 没有 发 现实 际 上 需要 用 五 
种 颜色 才能 着 色 的 平 玖 地 图 。 由 此 ， 对 性 何平 面 地 图 的 着 色 问 题 
来 说 ， 其 所 需要 的 颜色 的 最 小 种 数 我 们 并 不 准确 知道。 在 第 4-3 
节 中 , 对 极点 投影 的 讨论 证 明了 , 可 将 平面 地 图 移 到 球面 上 ， 或 将 
球面 地 图 移 浏 平面 上 .这 就 意味 着 , 对 球面 上 地 图 的 着 色 问题 , 其 
解决 的 情况 恰 与 平面 地 图 的 情况 一 样 ， 相 反 的 ， 对 于 较 复 杂 的 表 
面 , 比如 就 胎 形 来 说 , 这 个 问题 却 完 全 解决 了 . 

定理 4-1 胎 形 上 任 一 地 图 可 用 七 种 颜色 着 色 ， 并 且 在 胎 形 
上 至 少 有 一 个 地 图 需要 用 七 种 颜色 着 色 ， 

证 明 ; 设计 一 个 实例 , 证 明 地 图 确实 需要 七 种 颜色 着 色 , 将 此 
证 明 留 做 练习 (习题 DD， 

对 七 种 颜色 是 完 分 条 件 的 证 明基 本 与 五 色 问题 中 这 一 部 分 的 
证 明 一 样 . 《第 2 章 定理 3. 5 和 它 前 面 的 引 理 )。 我们 这 里 省 略 了 
一 些 细节 ， 

首先 , 我 们 将 只 注意 那些 其 所有 的 面 都 是 半 连 通 的 地 图 . 因为 
如 果 给 我 们 以 胎 形 上 的 一 个 地 图 , 它 的 某 些 面 不 是 单 连 通 的 , 我 们 
巾 可 以 对 它 进 行 切割 从 这 使 它 的 所 有 的 面 都 变 成 单 连 通 的 ， 如 果 
这 张 改变 了 的 地 图 可 以 用 七 种 颜色 着 色 ， 那 么 只 要 抹 去 那些 割 线 
就 可 使 原 地 图 能 被 七 色 着 色 . 

第 二 , 我 们 可 以 只 考虑 那些 有 单 连 通 面 的 正则 地 图 . 这 是 因为 
任何 秩 不 为 3 的 顶点 都 可 以 被 扩张 成 一 个 小 的 开 风 盘 ( 它 是 单 连 
通 的 )， 而 且 ， 若 送 一 新 地 图 可 以 用 七 色 着 色 的 话 ， 则 原 地 图 也 
可 以 . 

第 三 ， 胎 形 上 的 每 个 其 各 面 都 是 单 迷 通 的 正则 地 图 至 少 有 一 
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全 面具 六 条 或 少 于 天 条 的 边 ， 实 际 .上 ， 若 此 图 有 记 个 氢 战 ， 回 
条 边 和 五 个 面 , 其 中 六 个 面 有 条 边 , 则 ， 


Na 十 
并 且 百 端的 总 数 为 2 如 或 3F, 因此 ， 
28=3F. 
定理 3,3 
VF—E+F=0, 


因为 网 络 中 每 一 条 强 郁 最 多 只 能 是 两 个 面 的 边 ， 
1 十 2822 汗 Sma 十 res < 
从 上 述 的 儿 个 关系 式 中 消去 瑟 吾 和 ,有 : 
B74 十 na 十 3na 十 2n4 十 ms 一 527 一 2nxm 0 

所 以 , 由 %% 到 ns 至 少 有 一 个 数 必 为 正 数 ， 

第 四 ,除去 一 些 显 而 易 见 的 情况 外 , 脸形 上 任 一 地 图 的 每 一 个 
面 至 少 有 一 条 边 将 此 而 与 秀一 个 面 分 开 . 

第 五 点 , 也 是 最 后 一 点 , 对 地 图 的 面 的 数目 进行 归纳 即 可 完成 
这 一 证 明 ， 如 果 地 图 有 七 个 或 少 于 七 个 的 面 , 结论 是 明显 的 , 假设 
胎 形 上 每 一 有 上 个 单 连通 面 的 正则 地 图 可 用 七 种 颜色 着 色 ， 那 么 
考虑 胎 形 上 有 十 1 个 单 韦 通 面 的 她 图. 选 出 该 地 图 的 一 个 面 疡 
它 有 六 条 或 少 于 六 条 的 边 , 并 透 出 了 的 一 条 进 e 它 将 了 与 另 一 个 
面 分 开 ， 移 去 边 e, 用 通常 省 略 顶点 的 办 法 , 来 保持 地 图 是 正则 的 . 
地 图 的 这 一 改变 使 它 成 为 有 闻 个 单 连通 面 的 正则 地 图 ， 由 归纳 法 
假设 知 这 一 新 地 图 可 用 七 种 颜色 着 色 . 当 把 e 边 重 新 帮 到 地 图 上 
而 忌 复原 地 图 时 , 肯定 至 少 有 一 种 颜色 可 以 用 来 着 色 面 , 因为 与 
了 面 有 一 条 公共 边 的 那些 而 最 多 能 用 六 种 阁 色 ， 


习题 
1。 给 出 胎 形 上 一 个 有 七 个 面 的 地 图 , 它 的 此 个 面 与 共 它 六 个 面 竺 有 一 公共 
a 78! 


边 ， 证 明 这 个 地 图 需要 七 圳 颜色 才能 着 各， 胎 形 可 用 第 三 章 中 国 2.6 
所 示 的 那样 出 两 对 边 分 别 粘 合 的 长 方形 来 表示 . 

《a) 证 明 ; 除 显而易见 的 情况 之 外 ， 胎 形 上 -~* 地 图 的 每 个 面 至 少 有 一 条 
这 将 它 与 另 一 个 面 分 开 . 那些 显而易见 的 例外 是 什么 ? 
(5) 试 证 : 当 如 定理 4, 1 的 证 明 中 所 述 的 那样 将 边 * 内 地 图 -上 移 去 时 ， 
新 地 图 的 上 个 面 中 , 每 一 个 面 都 是 单 连带 的 . 

， 对 图 4.1 中 所 示 的 胎 形 上 的 此 图 完成 定 下 4.1 的 证 明 步 骤 . 图 中 的 胎 
形 尼 由 两 对 迎 各 自 粘 合 的 长 方形 表示 , 而 地 图 的 网 络 皆 由 虚线 表示 ， 
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约 当 些 线 定理 
5-1 引言 


约 当 (Jordan) 曲线 定理 是 拓扑 学 经 常 要 用 到 的 重要 结论 ， 在 
前 面 的 工作 中 , 我 们 已 经 儿 次 使 用 它 了 ， 粗 临 地 说 来 , 这 个 定理 认 
为 平面 上 一 单纯 封闭 曲线 有 一 个 内 部 和 一 个 外 部 ， 更 淮 确 地 说 ， 
芒 一 单纯 封闭 曲线 0 是 在 一 平面 上 ， 且 CQ 上 的 所 有 点 都 从 平面 上 
移 走 , 则 平面 所 剩余 的 部 分 丛 由 两 个 连通 部 分 组 成 , 而 曲线 分 别 
是 这 两 部 分 的 界线 ,直观 地 说 ， 就 是 不 可 能 不 通过 曲线 C 而 从 这 
两 部 分 中 之 一 部 分 到 达 另 一 部 分 . 
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这 一 结论 对 平面 上 的 一 个 圆 来 说 显然 是 成 立 的 . 癌 料 明显 的 
是 ， 和 任何 弹性 运动 都 会 保持 曲线 前 内 部 和 外 部 均 为 连通 的 ， 且 这 
两 部 分 仍 以 该 曲线 为 其 界线 ， 然 而 , 现在 让 我 们 来 看 一 个 例子 ,图 
1.1 给 出 平面 上 一 单纯 封闭 曲 线 ， 点 卫 是 在 曲线 的 内 部 还 是 外 部 ? 
当然 , 可 以 画 出 比 圈 1. 1 所 示 的 更 为 复 洒 的 曲线 来 , 那么 我 们 怎样 
才能 在 任何 情况 下 确定 一 特定 的 点 一 一 不 是 在 图 1. 1 所 示 的 这 样 
的 曲线 上 ~ 一 是 在 曲线 的 内 部 还 是 外 部 呢 ? 有 什么 可 供应 用 的 测 
定 方法 吗 ? 对 Jordan 曲线 定理 的 一 般 的 证 明 超 出 本 书 范围 . 下 一 
池 只 给 出 它 在 多 边 形 情况 中 的 证 明 , 


5-2 约 当 定理 在 多 边 形 情况 下 的 一 个 证 明 


在 证 明 多 边 形 特殊 情况 下 的 Jordan 曲线 定理 前 , 我 们 必须 确 
切 地 理解 什么 是 多 边 形 ， 令 ab ga ……， 呈 为 平面 上 一 电 夺 个 点 
的 点 列 , 其 中 有 些 点 可 以 重复 出 现 , 不 过 我 们 要 求 此 点 列 中 互相 毗 
邻 的 一 对 点 94,9; 十 1 是 相 异 的 贾 点 ， 因 而 它们 可 以 决定 着 唯一 的 
线段 ， 区 ab mm， 0% 为 价 点 的 多 边 形 路 径 乃 是 指 aa aaca 
…， en-lgn 这 ?一 工 个 线段 的 序列 。 此 路 径 称 为 连接 er 和 4 两 点 
如 果 与 44 为 租 异 两 点 , 则 所 谓 以 后 ,942 …… 9 为 顶点 的 "多边 
形 * 乃 是 指 oraa, aaas ， on_ign GaGl 这 名 个 线段 的 序列 ， 共 中 
这 些 线段 称 为 此 多 边 形 的 边 ， 一 多 迪 形 为 “单纯 的 ”， 当 且 仅 当 其 
所 有 的 顶点 皆 互 不 相同 ， 并 且 任 意 两 边 除了 可 能 在 它们 的 端点 上 
相交 外 皆 不 相交 . 

我 们 现在 就 可 以 论述 我 们 即将 证 明 的 Jordan 曲线 定理 的 
特例 . 

定理 & 1(Jordan) 车 为 任 一 平面 P 上 的 单纯 多 边 形 , 则 PP 
上 所 有 不 在 3 上 的 点 可 用 以 下 的 方法 分 成 4 和 B 两 个 集合 :同一 
集合 的 两 点 综 可 用 一 不 与 相交 的 多 边 形 路 径 相连 接 ， 而 任意 两 
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点 ， 其 中 一 点 在 4 集合 中 ， 另 一 点 在 召集 会 中 ， 则 不 可 能 如 此 相 
连接 , 

证 明 : 在 平 画 记 上 选择 一 个 方向 ， 它 不 平行 于 多 边 形态 的 任 
何 一 边 。 对 平面 上 任 一 点 罗 我 们 用 Hs 表示 以 z 为 起 点 以 选 定 的 
方向 为 方向 的 半 线 ( 即 射 线 )， 也 就 是 说 , 豆 . 是 这 样 的 点 集 ， 这 些 
点 是 在 过 点 z 平 行 填 选 定 方向 的 直线 上 且 位 于 x 的 一 侧 ， 即 选 定 
方向 所 指向 的 那 一 但 ， 这 个 方法 由 图 2. 1 中 的 图 例 说 明 . 现在 令 
4 为 平面 上 所 有 这 样 的 点 z 的 集 : “不 在 S 上， 瑟 : 与 相交 侦 数 
次 .同样 , 令 BB 为 平面 上 所 有 这 样 的 点 的 集 , 这 些 点 不 在 号 上 ， 其 
半 线 与 妨 的 交点 为 奇数 个 ， 在 计算 半 线 与 5 的 交点 数 时 ， 有 一 种 
特定 的 规则 来 计算 与 仿 的 顶点 相交 的 交点 数 . 如 果 多 边 形 于 顶点 
处 跨越 半 线 (成 交叉 状 ), 则 这 个 交点 就 要 计数 ; 但 是 如 果 多 过 形 不 
在 顶点 处 跨越 烤 线 , 则 这 个 交点 就 不 计数 ， 由 此 , 图 和 1 中 本 :与 
入 有 两 交点 , 而 五, 与 3 就 只 有 一 个 交点 


1 
现在 , 如 果 点 zz 沿 着 一 条 不 与 8 相交 的 线段 移动 ， 则 吾 : 与 8 


的 交点 数 仅 当 五 移动 到 经 过 吕 的 某 一 顶点 时 才 可 能 改变 , 但 是 ， 

对 这 两 种 情况 : C1)S 于 这 个 顶点 处 穿 过 五 和 (2) 5 不 在 该 顶点 处 
穿 过 囊 : 考 虑 后 可 知 ， 如 ;与 的 真正 交点 数 昌 然 可 以 改变 ， 但 这 
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个 数 不 能 由 奇数 改变 成 偶数 , 或 由 偶数 改变 为 奇数 ， 由 此 可 知 , 任 
一 与 含 不 相交 的 线段 上 所 有 的 点 (并 且 因 此 是 和 任意 不 与 8 相交 的 
多 边 形 路 径 上 所 有 的 点 ) 绰 在 同一 个 集合 4 或 B 里 ， 这 就 证 明了 ， 
4 里 的 点 都 不 能 够 与 中 的 任 一 点 用 一 多 边 形 路 径 相连 接 

我 们 只 剩 下 要 证 明 : 车 p 和 4 为 同 在 4 里 或 同 在 也 里 的 两 点 ， 
则 力 与 g 可 用 一 不 与 5 相交 的 多 边 形 路 径 相 连接 考虑 线段 pq 
(图 2.2)， 若 这 一 线段 不 与 8 相交， 那么 它 就 是 合乎 需要 的 路 径 ， 
车 此 线段 与 8 相交 , 则 可 选 一 多 边 形 路 径 如 下 ; 落 着 线段 pg 走 到 
快 到 第 一 个 交点 之 前 , 然后 沿 着 靠近 8 的 两 边 的 线段 走 (可 是 不 穿 
过 8) 一 直到 接近 pg 与 3 的 最 后 一 个 交点 之 前 , 再 沿 着 线段 pg 的 
一 部 分 前 进 到 4 点， 证明 这 是 一 个 不 与 驴 相交 的 多 边 形 路 径 贸 作 
练习 (习题 2)， 忌 


习题 
1. 图 2.3 中 哪些 图 表 永 多 边 形 路 径 ? 哪些 图 表示 多 这 形 y 哪些 图 表示 单 
纯 多 边 形 7 在 每 一 情况 中 指出 娜 些 点 为 顶点 ; 对 同一 图 选择 不 疝 的 质点 
是 可 能 的 吗 ? 
2，{a) 试 证 : 5 不 与 定理 2, 1 的 证 明 结 昆 中 所 造 的 多 按 形 路 径 相交 ， (机 
示 : 由 证 明 的 第 一 部 分 , 所 有 沿 着 这 - -路 径 上 的 点 必须 位 于 集合 4 与 召 
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(e) 
图 2.3 
中 之 一 的 同一 集合 .) 
人 a) 对 定理 3.1 里 的 集合 和 4 与 B, 试 证 ， 必 有 至 少 一 点 在 4 中 并 及至 少 
一 点 罕 召 中 . 
3， 定 理 2.1 的 命题 与 证 明 是 拓扑 的 码 ? 为 何 是 或 为 何不 是 ? 讨论 之 . 
4， 在 尝试 扩展 定理 3. 1 的 证 明 到 任意 的 单纯 封 站 曲线 时 ， 会 过 到 什么 
困难 1 
5. (9) 定义 一 个 单纯 多 边 形 的 内 部 与 外 部 . 
(8) 是 否 一 个 单纯 多 边 形 的 内 部 必 为 音 连 通 ? 共 外 部 又 如 何 ? 
6， 在 定理 2. 1 的 证 明 里 , 点 的 区 分 于 集合 4 与 了 之 间 力 是 建立 在 计数 某 些 
交点 上 ， 试 想 出 男 一 特性 , 它 可 用 来 将 不 在 8 上 药 平 面 上 的 所 次 点 划分 
在 两 个 集合 里 , 并 且 这 两 个 集合 具有 我 们 所 需要 未 的 特性 。 
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集 会 
6-1 引言 


到 目前 为 止 ， 我 们 已 经 在 本 书 几 个 地 方 考虑 了 事物 的 集 
合 一 一 或 则 是 类 一 表面 上 的 所 有 的 点 ， 或 则 是 某 一 网 络 里 的 所 有 
的 路 径 ， 邻 后， 我 们 将 更 多 地 涉及 到 事物 的 集合 。 因 此 ， 不 仅 需 
要 对 集合 的 构成 有 一 种 直 党 的 概念 ， 而 且 也 需要 熟 印 一 些 与 集合 
有 美的 符号 和 术语 ， 在 十 九 世 纪 的 末期 ， 提 出 了 一 些 与 集合 论 的 
基础 有 联系 的 很 重要 问题 。 即 使 在 邻 天， 并 不 是 所 有 这 些 问题 都 
已 经 被 解答 得 使 每 个 人 都 满意 ， 至 少 大 家 都 同意 集合 的 构成 必须 
有 某 种 限制 或 者 用 某 种 有 序 的 程序 来 处 理 . 通常 ， 在 展开 对 集合 
论 的 逻辑 性 的 讨论 中 ， 和 集合 的 组 成 份子 被 认为 是 一 个 没 被 定义 的 
概念 ， 集 合 的 组 成 份子 必须 满足 荣 些 公理 ， 其 它 的 概念 都 是 以 集 
合 的 组 成 份子 的 形式 来 加 以 定义 的 . 

在 这 本 介绍 性 的 课本 里 ， 除 了 在 某 些 问 题 里 要 一 些 简单 引证 
和 外， 我 们 打算 不 理会 对 集合 构 选 的 那些 限制 在 展开 对 集合 论 的 
讨论 时 ， 我 们 宁可 用 直观 的 方法 而 不 用 演绎 的 方法 。 对 于 那些 感 
兴趣 的 学 生 ， 在 参考 文献 里 给 出 了 一 些 对 集合 论 进行 更 严格 讨论 
的 文献 [例如 参考 Halmos: Naive Set Theory], 


6-2 关于 集合 的 一 些 相 互 关 系 
每 个 人 莉 熟 悉 集 合 ， 图 书馆 就 是 一 些 书 的 集合 ; 一 个 委员 会 
是 一 些 人 的 集合 ;一 年 是 一 些 日 子 的 集合 ; 银河 系 是 一 些 术 阳 系 的 
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集合， 我 们 将 把 集合 , 类 、 族 和 集团 当做 同义词 使 用 ， 并 有 认为 一 
集合 是 由 一 些 可 鉴定 ,可 区 别 的 对 象 所 组 成 ， 这 就 是 说 , 给 定 任 一 
对 象 , 我 们 必定 能 够 鉴定 或 认 册 它 , 并且 由 这 种 认识 就 可 以 判定 这 
一 对 象 是 这 一 集会 的 元 素 或 不 是 它 的 元 素 ， 并 且 ， 若 两 个 事物 在 
某 一 集合 中 表现 为 两 个 不 同 的 元 素 ， 则 这 两 个 对 象 一 定 是 可 以 互 
相 区 别 的 ; 不 允许 完全 相同 的 儿 个 对 象 表现 为 某 一 集合 里 不 同 的 
元 素 ， 简 言 之 , 一 个 集合 中 的 元 素 是 不 允许 重 复 的 . 

例如 我 们 米 党 虚 由 所 有 小 于 或 等 于 10 的 正 整 数 所 组 成 的 集 
合 ， 在 断言 它 是 一 集合 时 , 要 满足 下 列 条 件 ; 

《1) 给 定 任 一 个 对 象 , 一 定 可 以 判定 它 是 或 者 不 是 一 个 小 于 
或 等 于 10 的 正 整 数 . 

(2) 给 定 一 对 象 mw 它 是 一 个 小 于 或 等 于 10 的 正事 数 ， 以 及 
一 事物 5, 它 是 一 个 小 于 或 等 于 10 的 正 整数 , 则 必 可 判定 a 与 5 不 
胡同 , 或 者 它 妇 实 味 上 是 同一 的 . 

初 看 起 来 。 上 述 的 (1) 和 (2) 天 要 求 的 两 个 判定 似乎 当然 总 是 
可 以 做 到 的 ， 但 是 对 这 两 个 判定 的 忽视 芭 晤 产生 一 些 毫 无 结果 的 
争论 的 根源 ， 我 们 来 看 另 一 个 例子 。 假设 我 们 考虑 由 所 有 阐 形 对 
象 构成 的 集合 , 丰 有 人 提出 地 球 是 我 们 所 考虑 的 对 象 之 一 那么 ， 
地 球 是 不 是 这 一 集合 的 一 个 元 素 呢 ? 通常 说 地 球 是 加 的 ， 但 是 每 
个 人 都 知道 地 球 上 有 出 防 , 乒 陵 和 峡谷 , 因此 地 球 是 不 是 此 集合 的 
元 素 就 取决 于 我 们 所 赋予 “网 "这 个 字 的 确切 意义 .再 举 一 个 例子 ; 
假设 你 傍 给 了 你 和 的 朋友 一 角 钱 硬 币 , 他 答应 还 你 .第 二 天 , 他 给 了 
你 十 个 一 分 钱 硬 币 ， 那 么 他 还 完 债 了 吗 ? 你 的 朋友 给 你 的 十 个 一 
分 钱 醒 币 和 你 异 给 他 的 一 个 一 角 钱 硬币 是 同一 对 象 蚂 1 这 里 ， 我 
们 又 看 到 ， 为 了 理解 一 个 命题 ， 必 须 清 楚 地 理解 命题 中 所 包含 的 
术语 的 意义 . 

通常 我 们 用 大 写 的 罗马 字母 表 东 和 集合， 用 小 写 的 罗马 字母 表 
» 86， 


示 集 合 的 元 素 ， 苦 对 象 e 是 集合 4 的 一 个 元 素 ， 我 们 写成 ; 

GEC4. 
车 对 象 4 不 是 集合 4 的 一 个 元 素 , 我 们 写成 : 

atAd. 

通常 用 两 种 记 路 系统 来 表示 集合 ， 其 中 第 一 种 记 社 对 于 只 包 

含 几 个 元 素 的 集合 最 为 方便 ， 在 这 种 情况 下 ， 可 以 把 所 有 元 素 在 
一 对 大 桥 弛 洁 列 出 来 ， 例 如 , {0, 1} 邑 一 个 恰 有 两 个 元 来 一 一 正 数 
0 与 1 一 一 的 集合 ， 这 种 列 出 集合 中 所 有 元 素 的 方 站, 使 人 吻 于 判 
定 出 任 一 对 象 是 否 为 此 集合 的 元 素 . 因为 只 要 把 这 个 对 象 与 此 集 
合 所 列 出 的 每 一 个 元 束 作 个 比较 就 行 了 ， 者 此 对 象 与 列 出 来 的 元 
素 之 一 完全 相同 , 它 就 是 比 集合 的 一 个 元 素 , 否则 ， 它 就 不 是 此 集 


合 的 元 素 ， 当 然 ， 还 必须 可 以 判定 两 个 对 象 是 否 同 --， 考 处 三 这 
一 对 象 ， 它 是 集合 40, 1 的 一 个 元 妹 吗 ?我 们 知道 也 与 “1” 乃 是 
同一 个 对 象 的 两 个 不 同 的 名 宁 ， 所 以 3E10 1， 


如 果 一 个 集合 有 许多 元 素 或 无 限 多 个 元 素 ， 则 变 把 这 集合 的 
元 素 完 全 列 出 米 是 醋 不 可 能 也 不 实用 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 可 能 只 
需 列 出 这 一 集合 的 儿 个 元 素 ， 就 可 以 期 望 读 者 从 上 下 文 或 以 前 的 
经 验 正确 地 猪 出 其 余 的 元 素 是 什么 例如, 集合 和 ， 和 5， 
498} 一 定 会 被 理解 为 恰 有 496 个 元 素 ， 它 们 包括 从 3 到 498 的 所 
有 的 整数 。 同 样 , {1, 2, 3, } 乃 是 由 所 有 正 整 数 构成 的 集合 . 
用 来 表达 集合 的 第 二 种 记 波 , 在 于 对 集合 做 描述 ; 即 ， 它 给 出 
了 一 种 检验 规则 , 可 以 应 用 于 任 一 对 象 , 使 得 从 检验 的 结果 就 可 以 
判定 此 对 象 是 否 为 此 集合 的 一 个 元 素 . 这 种 记 法 的 形式 是 : 世 : 
小 ， 其 中 的 三 个 点 表示 某 一 检验 法 则 , 而 * 必须 通过 这 一 检验 法 
则 的 检验 才能 成 为 此 集合 的 元 素 ， 例 如 ，{a:3 丢 rz 入 498}( 它 可 以 
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读 做 : 由 所 有 如 下 对 象 x 所 组 成 的 集合 , 其 中 是 分 二 或 等 于 3 与 

498 的 数 )， 它 是 由 使 得 命题 3x 所 498 成 立 的 所 有 对 象 % ( 且 无 

他 者 ) 组 成 的 ， 因 此 , 这 第 二 种 记 法 的 基本 特点 就 是 ， 它 指出 如 何 

对 笃 一 对 象 判 断 出 它 是 否 为 某 集 合 的 元 素 ， 与 第 一 种 记 法 一 样 ， 

这 第 二 种 记 法 有 了 时 也 聚 求 读者 由 上 下 文 或 其 它 来 源 提供 一 些 实际 

上 并 未 写 出 的 信息 ， 例 如 , 在 一 个 关于 整数 的 讨论 中 , 集合 
{7:3 志 td98} 


必须 理解 为 与 集合 
{3, 4, 5, ~…, 498} 
有 着 完全 相同 的 元 素 。 如 果 我 们 的 讨论 是 针对 实数 的 ， 则 这 两 个 
集合 必 有 不 同 的 元 素 , 例如 : 
XE{2:3 忒 09 芒 498}, 但 是 {3, 4, 5, ,498}- 

一 集合 若 用 第 一 种 记 法 有 表达 , 则 称 它 为 被 罗列 , 车 用 第 二 种 
记 革 表述 , 则 称 它 为 被 描述 . 

对 集合 的 描述 水 的 另 一 种 看 共 是 ， 把 形式 {:… 里 的 三 个 点 
用 “zz 具有 某 种 特性 "这 一 命题 来 代替 ， 这 一 集合 就 由 所 有 确实 其 
有 这 一 特性 的 对 象 ( 且 无 他 者 ) 所 组 成， 集合 

ta 是 圆 的 } 
就 包含 所 有 圆 的 对 象 。 由 此 , 任 一 特性 , 只 要 它 使 得 每 一 对 象 或 者 
有 此 特性 或 者 没有 这 一 特性 ， 则 都 可 以 用 来 描述 一 个 集合 。 反 过 
来 说 , 对 任 一 集合 , 都 存在 一 种 特性 可 以 用 来 描述 它 ， 显 然 ， 如 果 
我 们 已 知 某 一 集合 4， 那 么 “是 4 的 元 素 " 这 一 特性 就 表明 这 一 集 
合 所 有 元 素 的 特性 。 即 ; 

A= {rt:xEA}. 

土 面 的 这 个 等 式 引 出 一 个 问题 ， 即 : 两 集合 相等 这 说 法 意味 
着 什么 .我 们 已 经 说 过 ， 一 个 集合 就 是 由 作为 其 元 素 的 那些 对 象 
构成 的 ， 于 是 自然 认为 , 两 个 集合 相等 , 当 且 仅 当 它们 含有 相同 的 
* 8 * 


元 素 时 . 

除了 相等 性 之 外 , 还 有 别 的 有 关 两 集 念 之 间 的 蛋 要 关系 . 如 果 
一 集合 4 的 每 一 元 素 也 是 集合 旦 的 一 元 素 ， 则 我 们 称 4 为 的 子 
集 ， 或 称 4 包 含 于 B; 并且 写 为 4 中 或 等 价 地 写 为 3-24. (我 
人 遵守 下 面 的 协定 : 用 “包含 在 …… 之 内 ”* 意 指 “ 为 …… 之 一 元 
娄 "， 而 用 “包含 于 ”** 意 指 “ 为 之 子 集 合 ")***， 像 以 往 一 样 ， 
ACB 的 否定 式 写 为 4CFB. 注音 : 每 个 集 他 4 都 是 它 本 身 的 子 集 ， 
因为 集合 4 里 的 每 个 元 素 肯 定 是 集合 4 的 一 个 元 素 ! 如 果 A(--B， 
且 4# 刀 ,我们 称 4 为 吾 的 一 个 真子 集 ， 如 果 集 合 4 与 刀 用 描述 法 
给 出 如 下 

4 一 fs8Coe) 

和 吾 一 {Z3TKz)}， 
很 容易 看 出 , 4 二 B， 当 且 仅 当 对 于 所 有 x%， 命 题 S(z) 等 价 于 命题 
了 (wg); 再 者，4CB， 当 县 仅 当 对 于 所 有 x， 命题 So) 隐 含 命题 
T(z)， 由 此 ,对 于 集合 之 疗 的 相等 性 与 包含 性 的 研究 同时 也 是 对 
语句 函 阔 (其 值 为 句子 的 函数 ) 之 间 的 等 价 性 与 隐 含 性 的 研究 ， 

有 几 个 特殊 的 集合 将 使 我 们 感到 兴趣 。 往往 为 方便 起 见 ， 我 
们 考虑 一 种 集合 ， 它 包含 与 已 知 的 问题 相关 的 那些 必须 顾及 的 所 
有 的 对 象 ， 这 样 的 集合 将 经 常 地 , 但 不 是 永远 的 , 用 也 表示 ， 称 为 
这 个 问题 的 “ 石 有 集 ”，、 如 果 对 某 一 特定 问题 先 选 定 了 一 个 万 有 集 
四 ,那么 任何 一 个 包含 也 的 集合 也 可 用 米 作为 这 个 问题 的 万 有 集 . 
当然 ， 对 某 一 问题 进行 两 种 不 同 的 研究 很 可 能 会 有 完全 不 同 的 万 
有 和 集 . 对 万 有 集 的 选择 可 以 想象 为 “对象 "这 个 术语 的 一 个 定义 ， 
很 清楚 , 这 个 定义 只 能 用 于 对 特定 研究 相关 的 工作 中 . 在 多 数 的 情 


* 原 福 为 "js contained jm" 
**# 阅 文 为 "je invlyded in.” 
*** 我 们 将 在 译文 中 尽 可 能 避免 这 种 叙述 以 免 泥 清 ， 一 一 译 者 注 
89 。 


况 下 ,一 个 可 镶 受 的 万 有 集 能 从 上 下 文中 看 出 来, 而 在 会 引起 泥 洪 
的 地 方 , 则 须 指 明 万 有 集 . 

第 二 个 令 人 感 兴趣 的 特殊 集合 与 万 有 集 极端 不 同 . 如 上 文 已 
经 指出 的 , 若 对 于 任 一 特性 来 说 , 每 一 对 象 要 么 其 有 它 要 么 不 只 有 
它 , 则 由 此 可 以 建立 一 个 集合 一 即 , 由 所 有 具有 该 特性 的 对 象 所 
组 成 的 集合 。 但 是 车 我 们 考虑 “由 身 与 站 身 不 局” 这 一 特性 ， 则 没 
有 一 个 对 和 象 具有 这 一 特性 ， 因 为 每 一 对 象 均 与 自身 同一 。 因 此 ， 
由 这 一 特性 所 找 述 的 集合 一 一 即 集 合 {2;z 寺 9} 一 一 没有 元 素 ， 由 
我 们 对 集合 的 相等 性 的 定义 可 知 只 有 一 个 集合 没有 元 素 ， 这 个 集 
合 就 称 为 “ 空 集合 ”*， 我 们 将 困 站 专门 表示 这 个 集合 。 注 意 , 上 是 
任何 一 个 集合 4 的 子 集 , 因为 % 的 每 个 元 素 ( 它 并 没有 元 素 !) 一 定 

是 4 的 元 素 - 

怡 仅 有 一 个 元 素 的 集合 在 许多 问题 里 起 着 旱 要 的 作用 . 这样 
的 集合 称 为 单元 集 ， 集 合 { 中 一 一 它 仅 有 的 元 崇 为 对 象 9 一 一 称 
为 会 < 的 单元 集 ， 对 人 象 4 与 含 6 的 单元 集 不 同 ， 注 意 到 这 一 点 很 
重要 .这 就 是 说 , 我 们 把 集合 的 构成 过 程 大 成 是 造 一 个 新 的 对 象 ， 
它 不 同 于 此 过 程 记 作 用 的 那些 对 象 ， 这 对 含有 多 于 工 个 的 元 素 的 
集合 来 说 是 很 明显 的 一 一 没有 人 会 把 集合 如 ， 引 与 单个 对 象 =“ 报 
应 ; 然而 集合 + 寺 与 5 有 峙 却 会 发 生 混 消 . 考虑 这 样 的 情况 ; 所 考虑 
的 对 象 本 身 就 是 一 个 集合 ;如 由 所 有 正 整 数组 成 的 集合 丈 . 那么 只 
有 无 限 多 个 元 素 , 而 { 信 } 仅 布 一 个 元 素 , 当然 它们 不 可 能 相同 ， 对 
这 一 情况 的 考虑 对 于 区 别 好 与 e 之 不 阅 是 很 便利 的 , 甚至 也 是 必 
要 的 . 

刚刚 所 讨论 的 例子 表明 集合 本 身 就 是 对 象 ， 并 且 可 以 是 其 他 
集合 的 元 素 ， 所 以, 我 们 不 能 永远 遵守 前 面 曾 讲 过 的 一 个 约定 , 即 


*# 原 文 the empty set (null set，void set) 三 党 指 宰 集 人 台 , 一 一 译 者 注 
90+ 


大 写 罗马 字母 表示 集合 而 小 写 罗马 字母 表示 集合 的 元 素 ， 比 如 ， 
我 们 可 能 会 考虑 一 个 由 人 组 成 的 集合 , 它 可 能 是 集合 
证 二 2! 为 高 于 6 英尺 的 人 }， 

宁 的 铎 个 元 素 都 是 一 个 人 ， 因 而 他 可 被 认为 是 一 个 由 分 子 组 成 的 
集合 同样， 此 集合 中 的 每 个 分 子 都 是 一 个 由 原子 组 成 的 集合 . 
由 此 我 们 看 到 集合 的 元 素 本 身 可 能 是 一 个 更 复杂 的 集合 .在 这 种 
现象 令 我 们 感 兴趣 的 极 稀 有 的 情况 下 ， 我 们 采用 一 种 合适 的 记 法 
如 下 : 

和 等 等 ; 考 虚 景 简单 炎 型 的 元 素 . 

4 .B, 3 了 等 等 ; 由 如 像 旬 贡 cz 等 等 所 组 成 的 集合 . 

ol, 狗 , 多 ， 等 等 : 用 如 像 集合 4, BB 等 等 所 组 成 的 类 (collec- 

tion)*, 

联系 到 上 面 所 讲 过 的 由 高 个 几 的 人 组 成 的 集合 2，O 可 以 是 一 个 
特定 的 碳 原 子 ， 它 与 共 他 原子 一 起 形成 一 个 分 子 型 由 这 样 的 分 
子 所 组 成 的 一 个 类 可 能 就 是 某 个 篮球 队员 葬 ; 而 一 个 由 篮球 队员 
适当 地 组 成 的 集团 就 形成 一 个 球 队 乡 . 

例 2,1 令 

4 一 1 2,3}， 
并 且 
五 = ftz:z 为 一 整数 且 1 志 z 志 10}， 
则 4CB 并 且 4 二 B. 因 此 4 是 一 个 B 的 真子 集 , 而 且 2E4, 2 呆 B， 
{2}44， {2} 忆 4. 4 的 一 种 描述 方法 可 写成 
A= {x:rEBHE— 5rd}. 
例 2.2 今 4 = 二 {1,2,3} 并 且 避 ={z:zC4}. 则 
AEB, 但 AT-B; 


* 在 一 般 数 学 书 里 ,经 党 用 collection 表示 由 集合 组 成 的 集合 , 此 对 ， 我 们 称 之 为 
类 一 译 者 注 . 


gl» 


1c4, 但 165; 
{1}&€4， 但 {1} 己 4 并 且 {1}€B. 


集合 B 含 有 8 个 元 素 ; 将 罗列 而 写 为 : 


B={¢, {1}, {2}, {3}, {2, 3}, {1, 3}, {1, 2}, 
{1, 2, 3}}, 


例 2.3 集合 4= 111, 2 为 分 怡 仅 有 两 个 元 素 : 1 和 2. 


习题 
1， 令 4= 人 2.5, 时 


{a) 
8) 
(0) 
0a) 
{e) 


找 出 一 个 对 象 , 它 是 4 的 元 素 , 

找 出 一 个 对 象 , 它 不 总 如 的 元 素 . 

找 出 一 个 对 象 , 它 是 4 的 子 集 、 

找 出 一 个 对 象 , 它 不 是 和 4 的 子 集 . 

存在 一 个 既是 和 4 的 元 索 叉 是 和 的 子 集 的 对 象 吗 ? 


2 今 4= {z:z 为 圆 的 } 间 五 B= 妈 :7 为 红 的 } 


[CH 
(6) 


举例 说 明 你 怎样 判定 一 个 对 象 是 否 为 4 的 一 个 元 素 . 
找 出 一 对 象 Y， 使 得 zxE4 并 且 xEB. 


{c) 找 出 一 对 象 g 使 得 gd 并且 拓 瑟 . 


(四 
《6 


找 出 一 对 象 5， 使 得 疾 4 并 用 对. 
找 出 一 对 象 ， 使 每 Ce4 并 上 CcB. 


3， 下 列 集 合 都 是 用 罗列 著 表 示 的 ， 试 用 拉 述 法 表示 下 列 每 一 集合 . 对 同一 
集合 体能 想 出 不 同 的 描述 法 来 考 示 吗 ” 岂 一 种 记 法 显得 更 自然 更 方便 ? 


{a) 
{5) 


{Ff) 

{9) 

{8) 
932. 


{2, 3, 5,7, 11, 13}, 

{2, 3, 5,7, 0}. 

A1,4,9,16}. 

{1, 4, 9, …, 825}. 

{6, 5, o}. 

{9, 8, ,8}- 

{ 的 葵 ' 危 斯 , 玛丽 :史密斯 }. 

《在 干线 路 和 第 工 竺 交叉 只 的 拐角 处 的 吉 油 站 ， 在 于 线路 和 第 2 衡 


交叉 口 的 提 角 星 和 的 加 油 站 }。 

( 认 {第 二 命中 的 图 3.1, 第 二 章 中 的 图 3. 3, 第 五 章 中 的 图 2. 外- 

(四 {本 书 第 24 页 第 22 行 第 4 个 字 , 本 书 第 36 页 第 人行 的 第 3 个 字 }， 
下列 的 集合 都 基 用 描述 法 表达 的 ， 试 用 罗列 法 去 达 下 列 每 一 集合 .对 
局 一 集合 ， 你 能 想 出 不 同 的 罗列 法 表达 吗 ! 哪 一 种 记 法 看 起 来 比较 自 
然 , 比较 方便 ? 

(q) 全 ;为 整数 且 <<< 革 . 

(5) {z:z 为 整数 用 z 之 5). 

(cec) 人 2z:z 为 整数 量 4<z<54、 

(四 也 :3 为 偶 整 数 ). 

(8) 《2:z 为 偶 整数 旦 = 为 质数 } 

(有 {ziz 为 一 美文 单词 且 以 妈 并 始 }. 

{9) {2:z 为 一 英文 章 亩 且 以 3 开始 }， 

(了) 《z:z 为 一 英文 单词 且 以 84 结尾 }， 

(i) {2:z 为 本 书 所 用 的 字 }， 

{让 让 :7 为 本 书 的 出 版 考 }， 

试 证 , 当 信 仅 当 4 二 8 县 8 二 4 时 4= 马 这 一 结果 是 关于 集合 福 等 性 的 
许多 证 明 的 基础 . 

下 列 集合 哪些 是 用 罗列 法 表达 的 : 哪些 是 用 描述 法 表达 的 ? 讨论 : 对 每 
一 集合 ,都 能 判定 任 一 对 象 是 否 为 该 集合 的 元 素 , 以 此 证 明和 你 对 上 一 问 
题 的 回答 .。 写 出 你 内 上 下 文中 , 先前 的 经 验 或 其 他 来 源 得 出 的 所 有 附加 


假设 . 

(qa) {房子 , 狗 }. 

(8) {你 ,我 }， 

(0) {0, 5, F, 2}. 
(8) {a b, 7, By. 
{8) fa Bb, *}. 


(J) 和 ;z 为 大 的 ). 
(9) 《zsz 为 所 的 小 数 表 法 式 中 的 一 个 数字 }， 
(3) 好 :z 为 工 的 小 数 表 达 式 中介 于 第 1000,000 位 和 第 2,000,000 位 
小 数 之 间 的 一 个 数字 }， 
人) 人 z:z 为 下 的 小 数 表 达 式 中 无 限 多 次 出 现 的 数字 》. 
:93 a， 


(D7 {z:z 为 Zybnatiousy- 


， 集 售 4= 们 ,2,-…, 亿 有 几 个 子 集 有 几 个 真子 集 * 
， 下 列 对 象 中 , 哪些 对 对 象 相互 则 用 =，&, 安 或 二 四 种 关系 中 有 一 种 或 一 


种 以 上 的 联系 ? 
加 一 {5:? 为 一 实数 }， 
五 = {zx:I 为 一 偶 整 数 )， 
下 = 47 洲 为 一 有 理 数 )。 
了 = 数字 2. 
区 = {x:wt 且 对 RY。 
人 = {2}, 
已 =7 一 5 
G= {rs} 
= {7: 是 互 中 两 元 素 的 南 }. 
= {1, 2 3 


， 斌 解释 为 什么 和 是 每 一 业 合 的 子 集 ? 是 再 $8 呈 和 9 是 百 BEp9 
10. 
11， 


巾 如 你 着 手 证 明 邹 焉 定理 , 那么 你 选择 丛 么 作为 万 有 集 ? 
如 局 我 们 所 看 到 过 的 , 一 集合 的 元 素 可 能 为 任何 一 个 对 象 ， 尤 共 是 这 些 
殉 素 自身 也 可 能 是 集 含 。 由 此 可 以 设想 某 一 集合 可 能 包含 其 自身 作为 
它 的 元 素 ， 如 果 一 集合 含有 其 自身 作为 一 元 素 ， 我 们 就 称 该 沁 合 为 " 超 
常态 的 ” 如 时 它 不 含有 其 自身 作为 一 元 素 ， 则 称 读 集合 为 “常态 的 ”. 
集合 

后 = {7:2 为 常态 集合 } 
试 还 扣 既 非常 态 的 亦 非 超常 态 的 . 这 就 是 罗素 悖 论 的 一 种 形式 . 它 首 
先 于 1908 年 由 英国 数学 家 伯 特 纳 德 A. WW, 罗素 (1872 一 ) 提出 的 . 它 
表 田 ， 如 果 疤 使 集合 能 照 我 们 直觉 记 痕 望 的 那样 工作 ,就 必须 对 集合 的 
构成 加 以 某 些 限 制 或 规则 , 从 而 使 它们 不 会 变 得 " 太 大 ”".。 这 种 对 集合 的 
构成 必 远 当 的 限制 不 在 这 本 介绍 性 的 课本 里 讨论 ， 


6-3 关于 集合 的 一 些 运算 
前 一 节 电 我 们 已 经 看 到 两 集合 之 间或 对 象 与 集合 之 间 可 能 有 


的 几 种 关系 ， 本 节 中 ， 我 们 将 讨论 用 一 些 集 合 来 构造 另 一 些 集 合 
9 学， 


的 方法 。 通 常 将 两 集合 组 合 起 来 就 可 以 产生 出 第 三 个 集合 ， 这 种 
方法 或 组 合 规则 称 为 二 元 运算 .我 们 在 其 他 地 方 已 经 熟悉 了 二 元 
运算 一 一 例如 ， 数 字 的 加 或 乘 都 是 把 两 个 数字 组 合成 第 三 个 数 的 
方法 ， 事 实 上 , 我 们 将 要 定义 的 两 个 集合 运算 , 有 许多 性 质 是 与 数 
的 加 荐 和 飞 法 夫 同 的 ， 我 们 也 将 对 一 元 运算 感 兴趣 ， 即 能 够 用 一 
个 集合 形成 另 一 个 集合 . 

在 定 义 这 些 运算 之 前 ， 先 有 集合 的 一 个 图 和解 表 示 法 会 是 很 创 
利 的 ， 这 种 表示 之 一 是 杖 氏 图 ， 其 中 《图 3. 蕊 的 万 有 集 由 一 个 给 
形 里 面 的 所 有 的 点 构成 的 集合 来 表示 ; 而 某 一 特定 集合 4 的 元 素 
由 此 秆 形 内 一 单纯 封闭 曲线 所 包 力 的 点 来 表示 ， 在 这 个 图 中 ， 点 
4 表示 一 个 对 象 , 它 是 4 的 元 于 :asE 才 而 由 点 六 表示 的 对 象 不 是 4 
的 元 素 ， 妊 


图 3.1 图 3.2 
现在 就 能 定义 集合 的 运算 了 ， 并 且 用 焚 氏 图 说 明 它 们 , 
两 集合 4 与 B 的 并 写成 4UB( 图 3.2 中 的 阴影 部 分 ), 定义 为 


4UB= {vw:wt4d 或 zEB}. 
注意 ，“ 或 ”一 字 用 在 数学 里 是 不 互相 排斥 的 意思 ， 这 就 是 说 ,“ 命 
题 8 或 合 题 7" 意 指 “ 命 是 仿生 中 至 少 有 一 个 为 真 “"， 由 此 ,szEA 
或 EB 这 个 条 件 意 指 对 象 “是 集合 4 与 8 中 至 少 一 个 的 元 素 ， 并 
且 它 可 以 同时 是 这 两 集合 的 元 素 ， 当 然 ， 一 对 象 若 同 时 是 4 与 五 
的 元 素 ， 则 它 只 能 表现 为 4U 召 中 的 一 个 元 素 ， 因 为 同一 个 对 象 
wa 95 ， 


不 能 重复 表现 为 一 


两 集合 4 与 BB 的 交 写 成 4 人 1BC 图 3.3 中 的 阴影 部 分 ) 定 义 为 


ANB= {x:rEA H. xEB}. 

“ 交 ” 运 算 可 以 用 来 定义 集合 间 一 种 重要 关系 。 当 且 仅 当 
4 人 B= 由 计 , 即 ， 当 且 仅 当 没 有 任何 对 象 辕 时 碾 是 4 的 元 素 又 基 
互 的 元 素 时 , 集合 4 与 8 称 为 “不 相连 ” (或 其 中 某 集合 不 相连 于 另 
一 集 售 ). 车 两 棠 合 不 是 不 相连 的 , 则 称 为 相交 .我 们 已 经 见 过 多 
个 不 相连 的 集合 .平面 里 一 个 单纯 封闭 曲线 的 内 部 与 外 部 就 是 不 
相连 的， 若 把 一 地 图 里 的 曾 看 成 是 从 该 表面 上 移 走 地 图 网 络 后 所 
得 到 的 那些 小 片 , 即 : 若 茵 的 边 并 不 包括 在 面 之 内 ， 则 地 图 的 任意 
两 个 不 同 的 面 都 不 相连 ， 

在 第 8-3 节 里 我 们 需要 比 上 述 所 定义 的 更 一 般 些 的 并 与 交 的 
运算 ， 如 果 .xt 为 任 一 由 集合 所 构成 的 族 , 我 们 定义 此 族 .的 并 为 

U 要 :AE.t} = {2: 存 在 菜 一 AE.A, 具有 xwEA} 
同样 ， 某 一 由 集合 构成 的 非 空 族 必 的 交 定 义 为 

站 1d:4E-d) = fz: 对 每 一 4Et zrE4} 
在 必 = {4b 42 … 4 的 情况 下 , 我 们 也 写作 : 


中 4: 与 站 4 


分 别 代替 
。96 。 


143:4Eet 与 门 14:4Eofj. 

从 集合 4 减 去 集合 至 而 得 到 的 兰 棠 合 写成 4 一 虽 (图 3.4 中 的 
阴影 部 分 ), 定义 为 集合 

A—B= {2:2EA 有 对 B}。 
注意 , 减 运算 可 以 在 任何 两 集合 中 进行 .为 了 形成 集合 4 一 BB 它 并 
不 要 求 B 必 “小 于 "4. 

一 集合 4 的 “ 余 " 集 合 写 成 4'( 图 3.5 中 的 阴影 部 分 )， 定义 为 


A'= {7:4}. 
广 意 , 不 管 集合 4 如 何 选 取 , 4 与 4 两 集合 永远 不 相连 ， 


图 3,4 图 3.5 


例 3,.1 令 万 有 集 为 下 ={1,2,…, 10}， 而 且 集 合 4 二 {2,5 
7, 8} ，B 二 1,5, 8 10}，O= {3, 6, 9}、 则 下 述 每 一 命题 均 很 易于 
验证 ， 

有 4U B= {1,2, 5,7, 8 10} (注意 ， 对 象 5 和 8 既是 4 的 元 素 也 
是 如 的 元 素 , 但 各 自 只 下 示 为 4UB 的 一 个 元 素 )。 

ANB= {5, 8}. 

万 们 C= 加 因此 殷 与 为 不 相连 . 

A—B=1{2,7}. 

4-0=1{2,5,7,8}=A-. 

A'UB'= 1{1,2,3, 46,7,9,10} = (AN B)', 
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ANB=1{3,4,6,9=(4UB)'. 

CCAMNB'. 

对 于 任意 两 个 集合 4 与 B， 其 差 集合 4 一 互 能 用 其 它 的 运算 
式 于 表示 .从 图 3,4 可 容易 看 则 4 一 B= 二 4A0B'， 并、 交 、 余 三 种 
运算 的 最 重要 特性 由 定理 3. 1 给 出 ， 其 它 的 特性 及 减 运算 的 特性 
都 在 习题 里 讨论 . 

定理 3.1 并 , 交 . 余 三 种 运算 满足 下 列 条 件 ， 这 里 ， 立 表示 
万 有 集 ; 4, B, 0 为 也 的 任意 子 集 ; $ 为 空 集合 . 
交换 律 


AUB=BUA, ANB=B\4. 
站 合 律 
(A4UB)UC=AU (BUO, Cd4nBInmo=4n0GBnO)， 
符 等 律 
4U4=4， 4AN4=4. 
分 配 律 
AN{BYUO = NBU GAND. 
AUCBNC) = (4U BN (AUOD. 
茜 葛 尔 根 民 律 (DeMorgan’s Law) 
(4UB)'=4A'NB', (4NB)'=A4 UB', 
关于 余 集 会 的 规则 
(A)'=A4, ANA'=$, 4AUA'=X. 
外 与 下 的 特殊 性 质 
AU#=A, AUX==,， $= 
AN$=#, ANX=A, X=#. 
注意 ， 由 于 结合 律 ， 我 们 将 去 掉 括号 而 写成 4UBUC, 因为 运算 
的 结果 与 和 企 人 揪 号 无 关 ， 
证 明 : 为 了 举例 说 明 所 用 的 证 明 方 法 ， 这 里 将 证 明 分 配 律 里 
» 98 。 


的 第 一 个 式 子 和 笛 莫 尔 根 氏 律 的 第 一 个 式 子 ， 定 理 的 共 祭 部 分 的 
证 明 留 作 练 习 ( 习 题 3). 

证 明 4nC3Uc=C4nBy U (4 人 M10)， 从 第 6-2 节 中 习题 5 
可 知 这 一 等 式 等 价 于 两 个 包含 式 : 

AN (BUOCUANB UYU (UANGO. 

与 AN(BUO EANB) YU (A400). 

第 一 个 包含 式 可 由 下 文 得 证 : 假如 % 是 4 由 (BUO) 的 任意 元 
素 , 则 zxE4 并 且 zxSBUC， 这 就 是 说 , w 是 4 的 元 素 并 且 w 是 B 与 
局 两 集合 中 至 少 一 个 的 元 素 ， 但 这 就 意 昧 着 5 为 4 和 B 的 共同 元 
素 , 或 者 为 4 与 的 共 轩 元素 ; 因此 

zE(40 BU (4NO., 
第 二 个 包含 式 可 用 第 一 个 包含 式 证 明 步 又 的 反 述 来 证 明 。 若 
zxE(AN BU (4ANO), 
则 >S4 站 了 3 或 ze4 介 C， 在 这 两 情况 中 , 均 有 x&4, 并 且 z 必 为 B 
与 0 两 集合 至 少 一 个 的 元 素 ; 由 此 aE4 且 zsEBUC， 于 是 有 : 
EAN BUO), 

证 明 (4U8)'=4' 几 B'。 同样 , 把 这 等 式 用 下 述 两 个 包含 式 来 

代替 , 它们 就 是 即将 要 证 明 的 . 
(AUB)'CANB 和 (AUB)IANB 

车 xE(4UB)'， 则 zB 这 意味 着 < 不 是 4 与 两 集合 
中 任何 一 个 的 元 素 ， 因 此 , zEA' 并 且 zEB'。 由 此 得 出 xE4' 几 BB 
男 一 个 包含 式 可 用 这 些 步 难 的 反 述 来 证 明 ， 


习题 
1 定义 太 , 召 0, 了 T 了 ,了 天 集合 各 下 : 


要 ={1,28,"…} (把 访 闭 成 万 有 集 )， 
B={2,4,6.), 0={1,3,5,.}, 


ur 


T= {3, 6,9,…}, P= {2,3, 5,7,11,-…}, ( 妃 是 出 所 有 质数 构成 的 集合 ). 
对 下 列 每 一 集合 找 出 一 种 简单 的 描述 法 表达 , 并 且 罗 列 出 一 些 元 素来 ， 


(a) BUO, (e) PN EVP, 
{8) ENO, (的 THU TNP), 
Cc} BUT, (9) PNO) UP'NO), 


(dy {EYUT)', {h) {LENON UV (B NDT YP}, 


， 用 系 氏 图 表示 出 我 们 课文 里 所 证 明 的 分 配 律 和 笛 莫 尔 根 息 律 《〈 密 理 


3. 1). 


， (a) 试 证 第 二 种 分 配 律 , 并 用 着 氏 图 表示 这 个 结果 - 


(5) 试 证 定 更 3.1 中 没有 被 证 明 的 部 分 , 并 且 用 杜氏 图 说 明 这 些 命题- 


， 证 明 下 列 命题 都 是 等 价 的 . 
(o) ACB, (9) 本 一 互 一 内 
(8) ANB=A, (¢) A'>B', 
(se) 4UB=B, (f) ANB’=¢. 
试 证 下 列 每 个 条 件 都 是 4 与 B 两 集合 不 相连 的 充分 必要 条 信 . 
(a) A—B=4, (0) AcB’, 
(8) B—A=B, (a) A'UB'=X. 
， 一 个 集合 与 它 的 一 个 子 集 可 能 不 相连 吗 * 一 集合 与 其 自身 可 以 不 相连 
吗 g 
化 简 下 列 各 起: 


(a) {AUBN (GAYAYIUBY, 
《8 丰 ( 人 站 动人 .40 本 
Co) {AUB)IN ATIVEY, 

ca) {AU BY NADU BY. 


， 试 证 对 于 任意 集合 4， 至 鼠 下 列 各 式 都 是 正确 的 、 用 顶 氏 图 说 明 耽 些 


结果 ， 

(0) (A—B—0=A-(B~0={(4-B NO), 
{B) A—(B~O)=(4—B)U (ANBEAND, 

{ce) A— (BNO = (4-B UO), 

(人 AN(B-O0= (AN 8B (AN0, 

(e) AU (B~O AUB -LBNO A], 

(站 (4—B'=A'UB. 
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3。 对 任意 集合 有 4 和 如 定义 


13. 


4AB= (A B) ~ (ANB). 
(9) 证 明 4A= (4 一 BU (8B 一 4). 
《5) 找 出 一 集合 2 ， 使 得 对 每 一 集合 4 都 有 坏人 = 4 并且 证 明 仅 存 
在 一 个 集合 满嘴 这 一 条 件 . 
《e) 对 每 个 集合 4, 求 出 一 集合 A* 使 得 4 人 4* 一 成 并 证 明 : 对 每 … 集 
会 4, 集合 4* 是 唯一 的 . 
{q) 证 明 {4ABDAG=AA(BAO). 
(e) 试 证 当 且 仅 当 4 和 B=4UB 时 , 4 与 B 不 植 连 . 


， 将 集合 的 并 , 交 . 城 运算 与 数字 的 加 、 乖 . 碱 运算 祖 对 比较 .在 什么 运算 


过 程 中 这 两 个 运算 集合 相似 + 在 什么 运算 过 程 中 它们 不 同 ? 


， 仿 下 为 一 任意 给 定 集 合 , 并 定义 


(dd 于， 
(a) 刷 {4:AEwx} 是 什么 8 
(6) 由 14:46uey 是 什么 ? 


在 第 6-2 节 中 我 们 提 到 过 ， 于 集合 向 的 相等 福 与 包含 性 两 种 关系 的 研 


究 , 可 杭 为 语句 函数 间 前 等 价 任 与 陷 含 性 的 研究 什么 大 的 语句 函数 对 
应 于 集合 的 运算 ， 几 ， 一 ， 和 “7 [提示 : 假设 4 一 fr:8(m} 与 
B={z: 人 T(z)), 求 出 4UB 与 408 等 等 的 描述 法 表达 ,] 
化 简 下 列 各 式 : 
(四 EA'N BU OY', 
(5) [L(AUB) UC’, 
(ec) [UUBN BU NAYMT, 
(四 4—[B- (CUD)]， 
(e) A-LB~ (0C-—D)], 
(Ff) 4-[B— (OND)), 
(9) ANLCAYB)—B], 
OR) (4-B) NTANB UY (4-0)), 
(5) (AN OY YU (aNnBno yano, 
PANBNO UA UB UO, 
(8) [AU (AN BY UY (ANBNOINTAY BY 0, 
(DD LPNAM UP NGIY PNOIT NIP YO N PU), 
(m LPNOU ANBNOINT PRO UA UB YO]. 
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业 
变 换 

7-1 引言 

在 第 一 章 里 ， 我 们 用 弹性 运动 的 概念 给 出 一 个 暂时 的 拓扑 定 
义 ， 在 第 三 堂 里, 我 们 曾 提醒 读者 , 要 对 弹性 运动 有 真正 的 理解 就 
需要 一 些 集合 论 的 知识 ， 这 我 们 已 在 第 六 章 里 得 到 了 。 本 章 我 们 
将 能 把 已 经 掌握 的 有 关 此 概念 (弹性 运动 的 疑 念 ) 的 那些 知识 解释 
得 更 清楚 .不 巧 的 是 ，“ 弹 性 运动 " 摊 杂 一 些 我 们 不 想 要 的 直观 上 
的 副产品 ， 在 这 些 令 人 讨厌 的 副产品 里 , 主要 是 这 样 的 概念 : 从 一 
处 到 另 一 处 的 “运动 ”必需 遵循 基 种 路 径 或 道路 ， 在 第 7-2 节 里 ， 
我 们 将 定义 变换 一 一 这 就 是 我 们 一 直 使 用 的 所 谓 “ 运 动 ” 的 意思 ; 
很 清楚 ， 变 换 是 不 需要 路 径 或 道路 的 、 第 7-2 节 里 所 讨论 的 内 容 
对 任意 集合 均 适 用 ， 在 第 7-3 节 里 我 们 将 集中 讨论 一 般 三 维 欧 氏 
空间 里 的 子 集 ， 对 于 这 些 集合 , 我 们 将 定义 同 胚 或 拓扑 变换 , 并 指 
出 ， 这 个 新 概念 恰恰 是 我 们 一 直 设法 用 直观 的 弹性 运动 的 概念 引 
出 的 ， 在 第 7-4 和 7-5 两 节 里 讨论 变换 的 两 种 标 ， 这 两 种 标 被 用 
来 证 明 Brouwer 的 不 动 点 定理 及 代数 的 基本 定理 ， 


7-2 两 任 囊 集合 之 间 的 变换 

售 交 与 了 为 任意 两 个 集合 所谓 一 个 具 开 到 了 内 的 变换 是 背 
一 种 对 应 ;对 于 每 个 元 素 zE, 此 对 应 恰 决 定 着 一 个 元 素 yEY. 就 
是 说 ,必定 有 茶 个 规则 或 程序 , 使 得 每 当 一 特定 元 素 mEX 被 选 定 
对, 这 个 规则 和 就 决 定 着 一 个 元 素 如 EY. 我 们 说 , 如 此 决定 的 元 素 如 
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在 这 个 变换 下 对 应 着 z (或 称 加 为 m 的 象 ; 或 称 z6 被 送 合 yo 
等 等 ). 

值得 注意 的 是 , 有 些 条 件 在 变换 的 定义 中 并 没 要 求 ， 例 如, 如 
果 球 和 空 是 两 个 不 同 的 开 的 元 素 ， 则 它们 在 了 中 的 对 应 元 素 各 
和 纪 可 能 是 不 同 的 , 也 可 能 是 相同 的 元 素 .定义 里 对 这 一 点 并 没 
有 要 求 ， 又 如 , 对 其 些 元 素 ye 了, 可 能 在 民 中 丰 存 在 任何 元 素 与 它 
们 对 应 .定义 所 要 求 的 只 是 对 每 一 <EX， 恰 有 一 对 应 元 素 yEY. 
我 们 用 符号 了 或 六 吕 > 了 (其 他 字母 可 用 来 代替 及 表示 从 琶 到 了 
内 的 一 种 变换 ; 并 且 对 每 一 2E 卫 ， 我 们 用 fo 表示 在 此 变换 下 为 
的 像 的 那个 了 的 元 素 ， 如 时 每 一 个 y&7 都 至 少 是 一 个 元 素 经 
3 的 像 , 则 称 此 变换 为 从 互 到 了 上 . 

定义 某 一 变换 的 一 种 方法 是 给 出 一 种 规则 ， 它 可 以 被 用 来 决 
定 任 意 元 素 xEX 的 象 ; 也 就 是 说 ; 给 出 一 种 对 每 一 元 素 ?EX 决定 
一 元 素 f(z)E7 的 程序 ， 下 列 的 例子 就 是 用 这 种 方法 来 定义 变换 
的 ， 这 些 例子 的 续 在 本 节 稍 后 部 分 结 出 . 

例 和 1 广 与 7 都 是 由 所 有 实数 组 成 的 集合 i f(z)=2z， 变 
换 了 :XX-> 了 是 到 了 上 的 ， 

例 2.2 与 了 都 是 由 所 有 实数 组 成 的 集合 ;9(w) 一 x?. 变换 
了 > 了 是 到 了 内 的 ,但 不 是 到 了 上 的 

例 2.3 外 为 所 有 实数 组 成 的 集合 ; 了 = 1{0,1}. 
0 车 # 为 有 理 数 
1 ”车 x 为 无 理 数 


jz) 一 


变换 :六 > 了 是 到 了 上 的 ， 
例 2.4 四 为 任 一 集合 , 且 了 二 X;iw) x， 变 换 i: 了 > 五 称 
为 X 上 的 恒 等 变 换 , 它 是 到 并 上 的 ， 
从 变换 定义 和 上 还 的 例子 可 以 清楚 地 看 到 ， 变 换 并 不 产生 物 
理 运动 或 移动 ， 元 素 xEX 并 不 是 “运动 "到 元 素 用 x)EY; 而 只 是 
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使 + 对 应 于 (zw)， 元 素 4 与 f(z) 可 以 粗 像 成 被 茶 种 方式 联系 着 ， 
这 种 特殊 的 联系 方式 是 用 变换 了 来 描述 的 ， 但 是 这 种 联系 方式 通 
常 不 能 看 作 一 种 物理 运动 . 

由 变换 启 下 > 了 所 给 定 的 对 应 是 从 一 元 素 xE 到 一 元 素 3 一 
Fa)EF 可 以 考虑 把 给 定 的 对 应 倒 过 来 而 得 到 的 那个 对 应 , 这 通 
党 也 是 方 虱 的 。 对 每 一 元 素 JET， 我 们 定义 在 了 下 的 y 的 逆 象 为 
这 样 的 集合 , 它 由 所 有 对 应 于 ! 的 忆 的 元 素 所 构成 ， 写 成 广 !( 轨 . 
即 : 

fi ={r:rEF fA)=W. 
对 任 一 子 集 BCY, B 在 了 之 下 的 逆 象 写成 了 六!(B)，B 这 个 集 是 由 
所 有 其 象 在 B 内 的 所 的 元 素 所 构成 的 ; 即 : 
1(B)= {vw:wER HB fv)EB}, 
同样 , 对 任 一 集合 4CX, 我 们 定义 
J4) = 1: 对 应 着 某 个 元 素 zE 侨 . 

对 某 些 元 素 8ET， 可 能 广 !( 护 是 空 集 合 或 者 是 一 个 具有 相当 
多 元 素 的 集合 . 如 果 对 每 一 元 素 JEP, 集 合 广 !( 殷 为 一 单元 集 ( 即 ， 
车 每 一 yEY 恰 仅 对 应 着 一 元 素 xEX)， 我 们 称 此 变换 为 “一 对 一 ” 
并 写成 六 1() =% 以 代 蔡 广 !(g) 一 { 对 在 这 种 情况 下 ， 广 1 了- 
站 这 个 对 应 乃 是 一 个 变换 , 称 为 变换 fx 了 的 “ 道 ?"、 注 意 ， 对 每 
个 变换 产 互 > 了 ， 已 经 定义 了 从 了 的 子 集 到 工 的 子 集 的 一 个 对 应 
f', 亿 为 了 使 此 对 应 能 被 称 为 了 的 逆 变 换 ， 旭 必须 要 求 f 为 一 对 
一 的 ， 
存在 几 个 与 一 对 一 变换 有 关 的 重要 而 有 趣 的 结果 ， 和 如果 存在 
一 个 队 芯 到 了 上 的 一 对 一 变换 ， 则 自然 称 代 合 人 和 了 具有 同样 个 
数 的 元 素 ， 然 而 ,车 入 二 {1, 2, 3,…} 为 由 所 有 正 整 数 构成 的 集合 ， 
且 召 二 {2,4,6,…} 为 所 有 正 偶数 构成 的 集合 ， 则 对 每 个 nEN， 
出 (nw) ==2n 给 定 的 变换 是 一 个 由 叉 到 其 真子 集 刀 上 的 一 对 一 变 
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换 ， 一 个 并 的 真子 集 可 以 与 丸 且 有 同样 多 个 元 素 ， 这 好 象 是 自 相 
矛盾 .但 在 另 一 方面 ， 如 果 集 合 台 与 集合 召 钼 于 一 对 一 的 对 应 状 
态 中 , 则 共 中 一 集合 肯定 不 可 能 比 另 一 集合 有 更 多 的 元 崇 . 

已 经 发 现 ， 以 一 对 一 变 澳 的 存在 性 为 基础 的 “同样 多 元 素 个 
数 " 这 一 概念 是 窜 于 成 果 的 .正式 的 定义 是 ; 当 且 仅 当 存在 一 个 从 
4 到 BB 上 的 一 对 一 变换 时 ， 两 集合 4 与 了 具有 同样 的 “基数 ".。 和 根 
据 这 一 定义 ， 命 题 “全 体 大 于 其 自身 的 任 一 部 分 "一 一 它 习 惯 上 是 
做 为 欧 几 里 德 的 一 个 公设 或 普通 观念 "给 出 的 一 一 实际 上 是 不 正 
确 的 ， 共 他 更 进一步 的 结果 在 习题 中 引出 . 

例 2.1( 续 ) 变换 天 并 > 了 的 逆 是 由 广 !(g) = 到 8 给 出 的 变 
换 下 和 ;XX>7 了 . 

， 例 2.2( 续 ) 变换 09: 了 > 了 没有 逆 变 换 , 因为 8!( 一 2) ~ 0; 

又 六 1D 二 全 ,一 二 不 是 一 个 单元 集 . 

例 2.3 ( 续 ) 变换 证 ;X-> 了 没有 道 变 换 ， 因 为 大 1(0) 是 一 
个 含有 无 限 多 个 元 素 的 集合 ， 

例 2.4( 续 ) 变换 i: 和 -> 了 是 其 自身 的 省， 


习题 
1， 讨 论 下 列 情 祝 ， 哪 些 情 品 中 f- 互 一 了 是 一 变换 * 哪些 情况 中 了 是 到 
了 上 的 ? 哪些 情况 中 它 是 一 对 一 的 ? 嘟 些 变换 有 逆 变 换 ? 
(的 总 与 了 都 是 由 折 有 实数 组 成 的 集合 . 
二 考 z<0， 
了 (四 = 2， 若 ze 
22， 若 zz0， 
(8) 半 为 由 美国 所 有 居民 组 成 的 集合 ,了 为 50 个 州 所 组 成 的 集合 ,了 (只 
为 所 居住 的 那个 炸 . 
fo 令 了 (2) 为 # 的 面积 (你 用 什么 集会 作为 了 与 了 7) 
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(由 玉 与 了 都 是 自 所 有 实数 组 成 的 集合 。 
0， 其 为 无 a 数 ， 
1 人“ 1， 车 为 有 到 孝 ， 并 且 条 于 2 ， 共 


中 了 与 & 尼 为 整数 . 
《e) 定义 于 (2)} 为 2 的 一 个 孙子 . 《下 与 了 各 是 什么 样 的 集合 7》 
(及 为 某 -- 教 宝 里 的 所 有 本子 的 灌 合 , 该 教室 内 正在 上 课 ; 了 为 所 有 
注册 选修 该 课 的 学 生 的 集合 ; 了 (wm) 为 内 在 % 上 的 学 生 ，( 是 否 可 用 其 他 
比 开 和 了 更 合适 的 集合 讨论 以 上 的 情况 ? 如 时 某 个 学 生 缺 席 或 到 黑板 
前 背诵 , 则 怎样 如 肾 有 一 些 读 问 着 举 在 教室 里 又 怎样 7) 
令 4=fz:-T<xz<ly 且 了 = {0, 1。 用 合 2 至 2.3 中 的 函数 户 锡 天 
试 求 : 


(0) 了 (4)， (Ce) yg(B), {1) F711(B), 
C6) gd), (站 CB), (0) DB), 
{e) k(A), {9 了 1(4)， (人 BB), 
(qd) f{B), {hk) g 1(A), 


令 才 一 了 为 一 安 换 , 且 令 4 与 BB 为 了 的 任意 渭 个 子 集 ， 


{9) 证 盟 : (4UB)= 了 (4) Uf(B). 

(6) 证 明 : 了 (4 BC4) ftB8)。 并 举例 证 明 其 中 的 包含 符号 并 非 
总 可 以 用 竺 号 来 替代 . 

《ec) 证 明 : 大 :704)) 汪 4， 并举 一 例证 明 这 里 的 包含 符号 不 能 恒 被 等 
号 玲 代 , 


， 令 乒 一 了 为 -变换 ,并 令 44 与 为 了 的 任意 两 个 子 集 ， 


(的 证 明 ; 了 (4UB)=f (4) Uf"1(B)， 

人) 证 明 : 了 -1(40B)=f-1(4) Nf-:B)， 

(ce) 证 明 : 了 7(4)=[ 了 14) 

(9) 证 明 : f(A4~B)=f71(4) 一 :8)， 

(Ce) 证明: 了 Cf-!()) 呈 4， 并举 一 例证 明达 里 的 包含 符号 不 能 恒 被 等 
号 替代 . 

(四 车工 = 1 2 时 巨子 一 人 ,分 ,有 李 宵 不 同 的 变换 记 XX 一 了 ? 

{67 若 玛 = 2 … 对 且 了 一 {1,2，…, za}, 有 多 少 不 同 的 变 痪 f; 四 一 
rs 
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-人 令 天 和 一 7 为 俩 2.1 的 变换 - 

(a) 什么 实数 使 得 fz) 一 zw 为 真 ? 

{8) 什么 集合 4 使 得 了 Cd) 下 4 为 真 ? 

(e) 恨 设 用 例 2.2 的 变 痪 9: 3 了 代替 了 回答 {中 与 (3) 两 问题 . 
{gq) 证 明 存 在 一 个 从 集合 丸 = 们 ,2,3,…} 到 集合 也 (由 所 有 正 有 时 数组 
成 的 集合 ) 上 的 一 对 ~… 变 痪 (一 个 正 有 理 数 乃 两 个 整数 之 商 ). 

(5) 证 明 不 存在 性 何 一 个 从 集合 到 集合 7= 人:0<<w 寺 1} 上 上 的 一 对 一 
变换 ，《 握 示 : 把 每 全 zET 表示 为 一 个 无 限 小 数 ， 并 用 假设 存在 一 个 一 
对 一 变换 天 为 一 J， 构造 一 个 无 限 小 数 d, 使 得 对 每 一 mnEN, 4 的 第 位 
小 数 不 同 于 了 (2 的 第 入伍 小数 ， 证 明 dt 但 轩 F(CN), 这 是 一 个 予 牛 . ) 


。 令 了 ,了 与 5 为 尾 意 三 个 集合 . 


{q) 证 明 与 基 有 同样 的 基数 . 

(8》 证 明 着 全 与 YO 有 同样 的 基数 , 则 了 与 X 有 同样 的 基数 . 

{6) 证 明 壤 下 与 了 有 间 样 的 功 数 ,并 且 了 与 2 有 同样 的 基数 , 则 祥 与 Z 
有 同样 的 基数 ， 


7-3 两 个 三 维 欧 氏 空间 的 子 集 之 间 的 变换 
如 果 集 合 下 与 了 中 存在 茶 一 “结构 ”， 则 变换 了 : 匀 > 了 会 变 得 


更 有 趣 ， 这 就 是 说 ， 如 果 元 素 或 元 素 的 集合 存在 某 些 使 我 们 感 兴 
趣 的 性 质 的 话 ， 我 们 于 是 可 以 问 ， 这 些 性 质 经 过 这 个 变换 或 它 的 
逆 是 否 力 保持 着 ， 记 住 这 一 想法， 本 节 我 们 将 集中 讨论 那样 的 变 
换 , 其 集合 位 与 了 均 为 三 维 欧 起 空间 的 子 集 ， 由 于 它 的 几何 意义 ， 
我 们 将 用 “点 "来 称呼 也 与 了 的 “元 素 ”. 我们 将 赋予 这 些 集合 的 “ 结 
构 " 来 自 两 点 间 的 距离 这 一 概 使 。 对 于 三 维 空间 的 任意 点 了 了 与 49， 
我 们 把 从 ?到 的 距离 写 为 &(P, 9g)， 我 们 还 记得 这 个 距离 满足 
下 列 条 件 ; 


对 任 疙 点 ,4 7: 
(1) dp, 9 >0，( 因 而 , dC, 9) 是 一 实数 .》 
(2) dcp,q) 二 0， 当 且 仅 当 pq。 
,107 。 


(3) CCP 人 一 可 (8 了) ， 

《4) dCp, 2) tadlg, 7) dp r). 

第 一 全 条 件 说 明 对 任意 两 点 (或 邮 一 点 到 两 次 ) 存 在 一 个 从 一 
虚 至 另 一 点 的 距离 ， 并 且 这 个 距离 是 一 个 非 负 实数 . 条 件 2 包含 
着 两 方面 的 信息 ， 它 天明 任 一 点 到 其 自身 的 距离 为 等 ; 并 且 也 家 
明 及 任 一 点 到 舅 一 下 同 的 点 的 距离 恒 不 为 蕉 ， 条 件 3 告诉 我 们 从 
一 点 到 另 一 点 的 距离 重 与 从 第 二 点 回 到 第 一 点 的 距离 相同 .由 
也 这 个 对 称 关系 ， 我 们 可 以 说 两 点 之 间 的 距离 以 代替 从 一 点 到 另 
一 点 的 距离 ， 第 四 个 条 件 称 作 三 角 不 等 式 ; 其 中 的 点 mg 和 > 可 
想 成 是 三 角形 的 三 个 顶点 〈 此 三 角形 可 能 退化 成 为 一 线段 )， 而 
且 , 用 这 种 解释 , 这 个 条 件 表 述 一 三 角形 任意 两 边 长 度 之 和 至 少 与 
第 三 边 等 长 . 

这 样 ， 这 四 个 条 件 中 的 每 一 个 都 表明 着 关于 三 维 欧 氏 空间 里 
的 距离 的 一 个 很 简单 的 事实 ，、 此 外 ， 还 很 可 能 提出 距离 的 许多 共 
他 性 质 , 但 是 这 四 个 条 件 在 下 一 章 里 将 占 猴 重要 的 地 位 ， 

在 第 7-2 书 中 , 我 们 见 过 集合 间 的 变换 的 几 个 例子 , 那些 集合 
的 元 素 为 不 同业 型 的 对 象 ， 为 了 熟悉 三 维 空 间 的 子 集 间 的 变换 的 
这 种 特殊 情况 , 下 面 给 出 几 个 这 种 类 型 的 例子 . 

例 3.1 仿 集 合 忆 与 了 均 为 实数 集合 ， 则 天 与 了 可 以 表示 为 
三 维 空间 里 的 两 条 直线 (或 同一 直线 )， 由 此 ， 企 一 变换 :了 > 了 ， 
其 中 下 与 了 缘 为 实数 集合 ， 能 饮 看 成 是 三 维 空间 的 子 集 间 的 一 个 
变换 ， 令 后 , 只 要 方便 , 我 们 就 把 实数 集 食 与 三 维 空间 里 的 任 一 特 
定 直 线 等 同 起 来 , 并 且 称 一 直线 为 筷 轴 , 当世 仅 当 四 为 实数 集合 并 
生 该 直线 是 等 同 于 了 的 ， 对 于 了 轴 也 是 一 样 

例 3.2 令 广 与 了 为 三 维 空间 里 的 同一 平面, 变换 f: 卫 -> 了 是 
由 平面 的 任 一 物理 运动 (例如 平移 与 旋转 ) 给 出 的 。 这 个 运动 将 平 
面 的 每 一 个 点 带 到 同一 平面 里 的 某 一 点 ， 此 变换 的 对 应 的 规则 
DR 


是 : 对 任 一 点 2E 有 ,fw) 是 z? 被 这 个 运动 带 到 此 平面 上 的 那 一 点 . 
我 们 可 以 考 典 下 列 情况 , 作为 这 种 运动 的 一 些 特例 . 
《a) 平移 ; 每 一 点 +EX 可 用 备 卡 尔 级 标记 为 (z1, x2); 于 是 ,f(x) 
是 青 标 为 (z 十 包 思 十 六 的 吉 , 其 中 五 与 天 为 两 已 知 常数 ， 
(b) 旋转 : 平面 上 每 一 点 之 一 {20 %2) 的 对 应 点 是 : 
flw)= (Kicosd— vasing, tsing+wocosd), 
其 中 为 已 知 常数 ， 当 然 ， 平 面 轩 的 点 也 可 以 不 用 直角 举 标 而 
用 杞 坐标 来 表示 ， 这 一 变换 是 点 与 点 之 间 的 一 个 对 应， 而 这 个 
对 应 可 以 用 包 种 不 同 的 方法 来 表述 . 
《o) 平面 的 坤 张 ( 或 收编 ): 对 任 一 点 2= (ah me)EE， 令 few) = 
(az Ezz)， 其 中 及 与 上 为 尺 知 常数 ， 在 这 个 例子 中 ， 若 = 名 
当 >>1 时 , 则 由 平面 全 被 伸张 ; 当 如 <1 财 , 此 平面 向 原点 收缩; 
当 h=&=1 时 , 我 们 得 到 此 平面 上 的 恒 等 变 换 ， 福 意 , 恒 等 变 换 
万 是 平 称 ， 族 转 和 覃 张 这 三 种 类 型 中 每 一 种 类 型 的 特例 。 如果 
二 三 则 要 画 出 这 种 物理 运动 稍 难 些 , 它 是 由 作用 于 不 同方 向 的 
两 个 不 同 的 伸张 (或 收编 ) 构 成 的 ， 
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男 3.1 图 3.2 


例 3.3 令 工 为 一 闭 的 球 ， 着 令 了 为 含 在 下 内 的 一 个 闭 的 球 
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{图 3.1)， 对 每 一 xE 久 ,定义 大 2) 为 了 上 最 知 近 的 点 ， 

令 4 与 5 为 Y 上 不 同 的 两 点 , 则 还 有 阿 种 变换 9 了 > 了 与 如 
承 了 > 了 可 定义 如 下 ; 

对 每 一 x+EX, 令 g(x)=a. 

对 每 一 XE 下 , 令 
_f9, 当 weY, 
,GY. 

例 3.4 四 为 了 - 轴 ， 了 为 原点 及 方程 y=xsin(1/w) 的 图 (在 
一 平面 中 , 参见 图 3. 2). 对 每 一 点 2EX3, 令 fz) 为 了 上 的 点 (7 级 ， 
它 的 第 一 位 坐标 是 实数 (注意 ， 我 们 已 经 把 实数 与 互 - 轴 等 同 
起 来 了 .) 

现在 我 们 可 以 使 用 宕 维 空间 里 的 距离 概念 定义 变换 的 连续 性 
了 ， 变换 产生 > 了 在 点 EX 上 连续 , 当 且 仅 当 给 定 任 一 实数 。> 
0, 存在 一 实数 6>0 使 得 : 

车 xEX 且 d(xo,z)<<6, 则 2(f(w0), fo) 一 e. 一 变换 六 时 一 
了 为 过 续 的 , 当 且 仅 当 它 在 每 一 于 的 点 上 均 为 连续 . 

连续 性 以 及 一 些 与 它 有 关 的 概念 (后 面 我 们 将 遇 到 ) 在 数学 分 
析 的 金 部 内 容 星 是 茵 本 而 重要 的 . 因此 , 每 一 个 学 数学 的 学 生 不 仅 
必须 知道 连续 变换 的 定义 , 而 且 必 须 理 解 这 个 定义 所 说 的 是 什么 。 
非常 粗略 地 (而且 不 淮 确 地 ) 说 , 变换 :五 > 了 于 mo 处 过 续 ， 当 且 
仅 当 , 每 当 一 点 x&X 邻近 于 mm 时 ， 它 前 象 四 四) 必 邻近 于 mm 的 象 
(zo)。 这 个 命题 形式 里 的 “不 准确 性 ”在 于 没 给 出 僻 近 的 确切 意 
义 , 事实 上 , 可 以 看 出 在 定义 的 叙述 中 使 用 了 两 个 不 同 的 “邻近 性 ” 
的 标准 ， 对 任 一 正 实数 >， 我 们 称 三 维 空间 的 两 虚 ? 与 为 *- 邻 
近 , 当 且 仅 当 ct(p 9) 二 r+， 明显 地 , 在 mo 处 连续 的 定义 里 我 们 在 集 
合 X 中 使 用 了 5- 邻 过 性 , 在 集合 并 中 使 用 了 e- 邻 近 性 .使 诸 这 种 
叙述 法 ,定义 说 正 实 数 * 可 以 任意 选取 .并 且 ， 当 e 选 定 后 , 必 可 


了 DO 


R(x) 


找 出 某 一 6>>0, 使 得 : 

着 zEX 且 4 为 5- 邻近 于 zo， 则 fw) 为 =- 邻 近 于 oo)， 
由 此 ,了 星 的 邻近 标准 先 被 选 定 ， 并 且 ， 对 每 个 这 种 人 选取 , 必 存 在 
一 个 玉里 的 邻近 标准 ， 使 得 这 两 个 邻近 标准 具有 定义 所 要 求 的 

注意 , 在 上 段 的 过 论 中 , zo 从 始 至 终 去 示 一 个 点 而 且 是 同一 的 
点 ， 这 就 是 说 ， 这 个 讨论 所 关心 的 是 与 特定 点 ww 有 关 的 基 一 性 
质 . 当然 ， 这 个 性 质 就 是 了 于 加 处 的 连续 性 。，( 册 我 们 的 定义 可 
知 ， 讨 论 了 于 点 2 准 芯 的 连续 性 是 毫 无 意义 的 . ) 对 有 关 的 性 质 , 即 
变换 了 的 连续 性 , 要 求 了 必须 在 每 一 mEX 点 上 连续 ， 就 是 说 , 每 
选取 一 定点 ?oSEX 及 一 数 。>0， 必 存在 某 一 人 >0 满足 上 述 条 件 . 
注意 , 6 的 值 可 能 取决 于 加 与 e 西 者 的 值 ， 因 为 ze 与 e 在 5 求 出 
之 前 ， 就 选 定 了 . 

例 3.5 令 六 = 了 = 人 :2 时 ,并且 令 六 o) 二 12, 则 产生 -> 了 
为 一 从 互 到 了 上 的 一 对 一 变换 下面 给 出 两 种 证 明了 为 连续 的 方 
法 ， 第 一 种 证 明 本 质 上 是 分 析 的 ， 而 它 的 形式 是 这 类 证 明 经 常 使 
用 的 ， 第 二 种 证 明 较 直观 , 它 指出 第 一 种 证 明 方 法 是 怎样 找到 的 ， 

第 一 种 证 明 ， 给 定 任 一 点 zu 以 及 任 一 e>0 选取 


一 
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现 假设 *EX 为 6- 邻近 于 2x0， 即 : gzo 四 到 全 我 们 必须 证 明 fx) 
为 e- 邻 近 于 了 (zo)， 我 们 求 得 


fl), f(a) = | 二 一 上 
但 是 ,由 于 


= |z 一 加 | ror) 6 
EE For Kor” 


eri 


ez 


而 且 # 为 5 邻近 于 六 o， 
.TIT， 


Pott (Tg— 0) -aa 
因 币 
ew 
df), HD < 
sl( wT) 
=- 
区 (十 ezo 一 go) 
第 二 种 证 明 : 图 3. 3 表示 ， 集 合 忆 与 了 被 表示 为 三 维 空间 的 
两 条 直线 的 部 分 ， 给 定 任 一 点 woE 及 任 一 0 首先 安置 好 
r 、 


1+8 Xo 


ae IEwo 


恒 3.3 
Jo) 一 二 EY 这 一 点 ,然后 安置 了 的 子 集 , 它 包含 了 中 所 有 。- 名 这 
于 (gb) 的 点 ， 这 个 子 集 即 图 3.3 中 粗 的 强直 线段 3， 其 次 , 找 出 
子 集 广 !(8), 它 包含 忆 中 所 有 对 应 于 人 3 点 指点。 集合 产 1(S) 是 一 
线段 ,其 中 zo 位 于 此 线段 中 点 的 左 侧 ， 现 在 必须 找 出 一 个 正 数 b， 
使 得 车 z 为 5- 邻近 于 zo， 则 zEf-1(S)， 显 然 可 取 5 为 从 加 测 的 
线段 广 !(8) 的 左 端 点 (最 千 近 的 ) 的 距离 ， 这 样 , 选取 : 
6 一 am 一 1 a wo _ ew 
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另外 有 一 点 必须 说 天 ， 疼 .3 在 某 些 情况 下 会 引起 误解 ， 苦 
emo>l 贴图 中 所 未 已 线段 较 低 的 那个 端 虑 不 在 了 里 (因为 它 的 坐 
标 不 是 正 的 )， 在 所 有 情况 下 , 集合 3 总 是 移 取 为 了 的 子 集 ， 它 包 
含 e- 邻 近 于 fxo) 的 所 有 的 立 的 点 ，8 的 较 高 的 那个 端 虑 ， 而 非 
那个 较 佐 的 端点 ， 被 用 来 决定 35， 这样 ， 图 3.3 中 的 那个 较 低 的 
端点 可 能 实际 上 不 正确 , 但 这 种 可 能 性 并 不 影响 6 的 选取 , 而 我 们 
的 结果 在 所 有 的 情况 里 都 是 正确 的 . 

例 3.6 含有 与 7 每 个 都 是 出 所 有 实数 组 成 的 集合 ， 并 且 
定义 


0 当 2<0 
1， 当 *>>0， 


则 着 wm 为 工 中 除 0 以 外 的 点 ,那么 可 以 用 与 例 3.5 中 相同 的 讨论 
证 明 :>Y 于 wi 处 连续 ， 让 我 们 卷 让 选取 zo 一 0,e 一 二 这 个 和 


f=! 


珠 情况 ， 那 么 不 管 5 透 到 怎样 的 正 什 , 都 有 点 一 当 6- 邻 近 二 ze 


但 是 这 点 的 象 是 了 (21) = 了 而 它 不 是 却 - 邻 近 于 了 (mw) =0. 由 此 ， 


f:X>Y 在 9 点 处 不 连续 , 
例 3.7 令 X 与 Y 每 个 部 是 直线 上 所 有 学 标 为 正 整数 的 点 所 
构成 的 集合 , 即 : 
X=Y={1, 2 3 
令 ftw) =22, 以 比 定义 变换 f+ 了 -> 了 , 则 于 为 了 到 了 内 (但 不 是 到 了 
上 ) 的 一 个 连续 变换 ， 实 际 上 , 对 任 一 mEX 以 及 任 一 2>0， 我 们 
可 以 选取 6= 坝 . 因为 ,各 果 xEX 并 且 xz 是 尖 - 邻 近 于 mw， 则 z= 


zo， 由 此 可 得 fz) = 了 C2o),， 所 以 jz) 为 e- 邻 近 于 fCzo), 不 管 正 
数 。 是 如 何 选取 的 ， 
"2113 。 


现在 ， 我 们 可 以 更 深入 地 理解 拓扑 里 所 考虑 的 那 类 问题 .一 
个 同 胚 映射 或 拓扑 变换 是 一 个 连续 变换 ， 它 具有 一 个 连续 的 着 变 
换 ， 同 蚂 映 射 的 赋 念 就 是 前 面 我们 试图 用 “弹性 运动 ”引出 的 概 
念 . 两 个 三 维 空间 的 子 集 忆 与 工 为 * 同 用 " 或 “拓扑 等 价 ", 当 且 仅 当 
存在 一 个 同 胚 映射 用 也 > 了 ， 在 例 3, 26，3. 35，3. 2 (车 二 0 且 
此 了 0)，3.4 以 及 3.5 里 的 变换 都 是 间 胚 映射 ， 其 他 的 例子 和 性 质 
在 习题 里 提出 ， 折 扑 学 就 是 研究 在 同 胜 映 射 下 不 变 的 那些 性 质 . 
在 一 些 重要 的 特殊 情况 下 ， 存 在 一 些 把 两 个 变换 组 合成 第 三 
个 变换 的 方法 ， 就 是 说 , 有 一 些 关于 变换 的 二 元 运算 ， 这 里, 我 们 
集中 处 理 了 =g 的 情 吕 ， 共 中 下 与 了 每 个 都 是 由 所 有 实数 组 成 的 
集合 , 并且, 像 往 常 一 样 ， 我 们 用 一 直线 表示 这 两 个 集合 。 我 们 定 
义 三 种 二 元 运算 如 下 : 
车 IX 区 且 9: 了 -> 下 为 两 个 变换 ， 
+9: 了 之 定义 为 : (fF 二 四 (w) 二 f(z) +g(n)s 
f9:X> 苹 定义 为 (J9) (zz) 二 fw)g(2); 
fog: 下 > 取 定义 为 (fo9)(z) 一 f(g(z)). 
这 三 种 运算 分 别称 为 加 ， 乘 和 全 成， 我 们 下 面 也 考虑 一 变换 
敌 以 一 实数 7， 这 个 运算 起 由 方程 
(rf) (%)=rf(w) 
定义 之 .例如 , 车 f(z)==w?, 并 且 约 人 一 区 则 (二 狼人 o) 一 好 十 2 
(jg (2)=%5, (fog) (2) 一 2 (TA (4) = 772. 
定 瑾 3.1 车 并 为 所 有 实数 的 集合 并 且 f; 了 > 久 和 9:X-> 
都 是 连续 变换 ， 则 了 +9，f9 和 fo9 都 是 连续 变换 ， 而且 对 任 一 
实数 ?7, 变换 ?了 也 是 连续 的 . 
证 明 : 我 们 只 给 出 函数 +g 的 证 明 , 其 他 情况 的 证 明 留 作 练 
习 ( 习 题 轨 ， 若 已 知 mE 怠 旧 二 0, 选取 5 >0 和 如 >0 使 得 
+ 1i4. 


若 x 为 上 -邻近 于 mo, 则 X?) 为 全 -邻近 于 fr) 
并 且 
车 为 6:- 邻 近 于 mm， 则 Fz) 为 和 -邻近 于 9(2)， 


对 玉 与 和 9 的 选取 是 可 能 的 ,因为 了 与 9 为 连续 的 ， 现 在 选取 让 为 
61 与 各 中 较 小 的 一 个 , 可 有 :车 为 5- 邻近 于 wo, 则 了 zw) 为 卫 - 名 
近 于 f(zo), 且 9(w) 也 邱 - 邻 近 于 gCzo)， 这 就 意味 着 : 


Ig) 一 了 (zo) |< 各 并 且 19Co) 一 9 (v0) |< 过， 


但 是 因此 

| 人 二 有 (2) 一 (人 十 7)(zo)| 三 | 天 2 十 go) 一 了 axo) ~—g (ro)| 

If(#) fo | + 19(2)—9(80) | < 
因为 十 9)(w) 为 e- 邻近 于 (f+g) (v0), 了 9 于 wo 处 连续 ， 因 为 
zo 为 一 任意 点 ,所 以 了 +g 是 过 续 的 ， < 

对 于 性 意 实 多 项 式 aoz" 十 本 2 十 六 十 bo 我 们 可 定义 从 实数 
到 其 自身 的 一 个 变换 声 瑟 > 发 如 下 , 即 令 

Flr) = a00" + Gar 1 十 … 十 ga 

由 定理 3. 1 可 容易 地 得 到 这 一 结果 , 故 这 一 变换 是 连续 的 . 


习题 
1 讨论 下 列 各 个 变 横 , 讨论 的 问题 是 ， 在 哪些 点 上 变换 为 连续 的 ? 它 存 在 
一 个 逆 变 换 吗 ; 在 哪些 点 上 逆 变 换 吓 连续 的 变换 是 一 癌 胚 映射 吗 ? 
(9) 例 3.3 所 定义 的 变换 9g: 针 ， 了 . 
(8) 例 3.3 所 定义 的 变换 大 瑟 -* 了 《提示 : 考虑 由 于 a 与 6 在 , 或 不 
在 球 了 的 边界 球面 上 所 形成 的 不 同情 况 . ) 
(c) 例 3.3 所 定义 的 变换 f: 扩 了. 
(d) 平面 的 平移 ( 例 3. 2 
35， 


*5, 


(Ce) 平西 的 话 转 ( 例 3. 把) , 

{了 平面 的 伸张 ( 例 3. 22). 

《9) 例 3.4 中 定 广 的 变换 产 XX 玫 了 

{i) 于 与 了 每 个 都 是 实数 集合 , 变换 天 下 -了 定义 为 


Tc， 妆 2<<0， 
ro 中 当 了 一 个， 


TZ 当 z>0. 
(i) 下 与 了 每 个 都 是 实数 集合 , 变换 了 及- 了 定义 为 
4， 当 z 为 无 理 数 ， 
了 (办 0， 当 = 0 


17g4， 当 * 为 非 零 有 理 数 旦 其 最 简 分 数 形 
式 为 了 19(9 之 0, 了 与 49 为 整数 ). 
(及 一 个 半圆 消 着 一 直径 折 熏 . 《你 用 什么 集合 作为 立 与 了 7) 
(有 一 个 用 球 投影 于 一 个 切 平面 中 (四 与 了 为 何 ?) 
{1) 一 球面 投影 于 一 切 平面 中 


，(9) 令 开 为 三 维 空间 的 任 一 子 集 ， 试 省 恒 等 变 换 i; 总 一 到 定义 为 对 


每 一 zEX，1(z) x 一 一 为 一 同 旺 映射 。 

{8) 完成 定理 3. 1 的 证 明 . 

{c) 试 证 命题 * 任 一 多 项 式 变换 为 连续 的 "。 此 命题 众 出 现在 习题 前 面 - 
(四 令 氏 与 了 每 个 都 是 实数 集 ， 并 且 今 了 XX 一 了 为 一 变换 ， 学 生 们 已 
经 熟悉 这 种 被 称 为 “函数 "的 变换 证明 在 这 符 瑟 情况 下 , 我 们 的 连续 性 
定义 等 价 于 通 当 在 徽 积 分 课本 里 所 见 到 的 那 种 定义 ， 在 共 他 一 些 履 殊 
情况 里 我 们 将 使 用 这 一 结果 ，( 倪 如 , 当天 为 单位 区 间 , T;: {z:0 拟 x 二 1} 
时 .) 

荐 f: XX 一 了 与 9: 了 一 2 为 同 蚌 映射 ,证明 9of 为 从 对 到 加 上 的 一 个 
同 凸 映射 . 

三维 空间 里 的 每 一 点 +, 志 及 对 每 一 正 实数 7?， 我 们 用 Bt 7) 表 示 以 
工 为 加 心 , 以 7 为 半径 的 开 球 ， 试 证 : 三 维 空间 的 子 集 间 的 变 风 了; 一 
了 在 woEX 处 连续 , 当 且 仅 当 对 每 一 s>0, 存在 一 6>0, 使 得 

工 几 瑟 (zo HEFY NB zo); e)1. 

令 必 与 了 每 个 都 是 三 维 空 浊 , 并 如 习题 4 里 所 定义 的 那样 使 用 Biz 门 - 
证 明 : fi XX 了 连续 , 当 且 仪 当 对 每 一 8 了 和 对 弘一 实数 7 之 0， 
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荐 ztf-1(Blg7)), 则 存在 一 开 球 B(%i 2)， 
使 得 Bas 6) cf 闪 BB(gy; 7)). 

这 个 条 件 也 可 以 叙述 为 : 了 里 每 个 开 球 的 逆 象 多 会 关 于 它 的 每 一 点 的 
某 一 开 球 - 

6- 令 产 一 了 为 三 维 空 间 的 子 集 间 的 一 个 变换 ， 并 且 令 8>0 为 一 正 实 
数 ， 只 要 有 

如 果 xEX, 并且 是 六 邻近 于 wm， 
则 于 中 是 =- 孝 近 于 了 (ezo). 

我 们 就 称 止 数 6 为 “在 re 处 令 人 满意 ”. 
(9) 证 明了 在 避 处 连续 ， 当 生 羽 当 对 年 一 8>4， 存在 一 个 6> 
0, 它 在 zs 处 令 人 满意 . 
全 ) 证 明 f 了 一 了 为 连续 的 , 当 且 仅 当 对 每 一 点 mm 和 每 一 5>0 存在 
一 6>0, 它 在 zw 处 令 人 满意. 
tc) 例 3.5 中 , 试 证 对 z=1, 不 存在 任 一 今 的 值 , 它 储 有 所 有 点 xE 生 处 
令 人 满 写 ， 

7 试 做 第 1 一 2 节 的 习题 4. 

$，{9) 试 证 ; 由 图 3.4 中 的 两 条 吉 线 及 曲线 所 表 示 的 兰 维 空间 里 的 两 个 
子 集 为 同 旺 ，( 任 何 表 面 都 不 包括 在 内 一 一 只 包括 直线 和 好 线 , ) 
好) 在 建立 图 3. 4 的 商 图 形 亲 的 一 个 同 胚 里 射 时 , 图 3.46 中 的 点 s 所 
&，2， 3， 扩 “中 的 哪些 点 能 对 应 于 图 3.49 中 的 点 如 和 c， 岳 
e， 了 中 的 每 一 虚 ? (注意 : 在 这 两 图 形 向 存在 许多 和 不同 的 同 胚 吴 射 ; 问 
题 是 要 找 时 在 点 s，#，…，z 里 哪些 点 在 这 些 同 胚 映射 中 的 全 少 一 个 
之 下 对 应 于 点 男 对 于 点 5，c，R e 于 羡 如 此 ,》 


9 邻 为 由 所 有 实数 的 集合 ,并 且 令 下，g; 外 以 及 肥 关 一 于 
+ 17 


皆 为 变 摘 ( 不 一 定 要 连续 )， 试 证 : (f9) >h= (fo) 19" 且 
10. 令 
={, ta: OEnel fH Or} 
为 平面 里 的 单位 正方 形 , 并且 令 
了 = {0Eye1} 
为 共 长 庆 为 1 的 线段 ， 把 x 与 za 的 值 罕 成 小 数 形式 ,并 且 若 某 -特殊 
值 可 写成 两 种 可 行 的 小 数 形 式 时 , 选取 那个 具有 重复 的 数字 43 的 小 数 形 
式 ， 更 如 
去 =0.5000w =0.4999,+， 


就 选取 0.4999"… 为 计 的 表示 式 ， 定 义 拓 下 了 如 下 :对 忽 一 点 2= 《zs 


9) EX, 其 中 

D0 én R= Hien 
舍 了 2D) =0, 丰 由 人 259。 于 久 司 了 为 一 变换 吗 ? 它 连 续 吗 ! 它 是 
一 对 一 的 区? 它 号 同 胚 映射 吗 ? 你 能 用 了 找 出 一 个 集合 , 它 与 单位 正方 
形 有 辐 样 的 基数 吗 * 


7-4 变换 的 标 

本 节 里 所 有 的 下 都 是 一 个 平面 ， 并 且 我 们 考虑 变换 产 基 > 天 
(或 者 可 能 是 记 民 -和 其 中 瑟 I 于 和)、 若 某 一 点 在 变换 下 为 其 自 
身 的 象 ( 即 : 某 一 点 ?EX 对 于 5, 用 x) 二 允 , 则 称 之 为 了 的 不 动 点 . 
忒 的 每 一 点 都 是 全 等 变换 的 不 动 点 ， 而 一 个 平移 (不 是 伍 等 变换 ) 


没有 不 动 点 - ; pe 


©, + 
Ps D1 


Po 
(oy 


lise 


令 六 工 > 革 为 一 连续 变换 ， 并 且 令 C 为 工 里 的 一 定向 封闭 曲 
线 , 它 不 包含 任 一 子 的 不 动 点 (图 4. 19. 也 就 是 说 , C 为 一 曲线 , 它 
从 一 点 Po 开始, 依 给 定 的 走向 运行 而 终止 于 同一 点 pp， 对 每 一 点 
BEC, 设 了 (Tp) =p', 则 py' 为 一 非 零 向 量 , 选取 任 一 合适 的 点 OEX， 
养 且 画 出 平行 县 等 长 于 pp 的 向 量 Op". (图 4. 工 表明 对 于 两 点 锯 
与 和 2 的 这 种 构造 .〉 现 在 设想 点 了 循 给 定 的 走向 沿 着 这 一 曲线 运 
行 ， 最 后 又 回 到 它 原来 的 位 置 . 当 卫 运行 村， 向量 Op" 可 能 绕 0 
点 税 尾 个 方向 旋转 ;但 当 2 被 O 运 行 完 一 圈 而 回 到 其 原来 位 置 时 ， 


向 量 0g” 也 应 天 


到 它 原来 的 位 置 ,并 且 应 线 上 点 完成 整数 个 旋转 . 


证 我 们 将 逆 时 针 方 向 的 旋转 记 为 正 , 而 将 顺 时 人 的 旋转 记 为 负 , 则 
存在 一 个 唯一 的 整 狐 a( 正 ， 负 或 零 ) 给 出 当 点 p 沿 曲线 运行 一 局 
时 ,Op" 绕 0 点 的 旋转 鸥 次数。 称 此 埋 数 为 了 沿 C( 在 给 定 的 走 
向 上 ) 的 标 , 注意 , 若 0 包 含 蘑 一 的 不 动 点 ， 则 于 沿 C 的 标 没有 


定义 . 


例 4.1 今 0 为 一 贺 ， 定向 如 豆 4.24 所 示 , 并 令 了 为 一 变换 ， 
它 定义 为 强 0 的 圆心 逆 时 针 族 转 90 度 ， 图 4.26 中 国 出 几 个 pp 
的 向 基 , 图 4. 3 中 面 出 了 一 些 对 应 的 向 量 0p"， 了 沿 C 的 标 


为 十 LL 


Il9. 


我 们 想 要 证 明 ; 一 定 癌 封 六 申 线 CC 的 某 些 畸 变 并 不 影响 变换 
灌 C 的 标 ， 这 一 事实 的 严格 证 明 超出 这 本 导论 性 课本 的 范围 ， 但 
我 们 有 办 法 使 这 一 结论 看 起 来 是 合理 的 , 

定理 41 车 产 工 > 三 为 一 连续 变换 ， 并 且 若 定向 封闭 曲线 
Co 能 畏 变 为 定向 封闭 曲线 Ci, 而 不 历经 任 一 了 的 不 动 点 ， 则 了 沼 
Ce 的 标 竺 于 子 沿 Ci 的 标 . 

证 明 ( 似 平 合理 的 ); 当 曲 线 Ce 栈 变 盛 监 线 Ci 时 ， 它 历经 无 限 
多 个 位 置 (不 同 巾 线 ) 而 不 断 变 化 ， 我 们 想像 把 这 些 巾 线 以 实数 
而 参数 化 了 ， 其 中 0<a<1， 使 得 对 在 这 一 范围 内 的 每 一 a, 我 们 
有 曲线 CO,， 并 且 这 些 曲 线 中 的 第 一 个 和 最 后 一 个 (Oo 和 0O1) 正 是 
此 定理 的 曲线 我 们 令 n(@) 等 于 了 沿 Cu 的 标 ， 以 此 来 定义 函数 
基 网 示 数 8 对 % 的 所 有 值 有 定义 , 并 且 此 函数 的 所 有 的 值 缘 为 束 
数 ,而 a 介 于 0 与 1 之 间 并 包括 0 与 1 现在 , 如 果 & 只 有 很 小 的 
改变 , 设 它 变 成 a 十 5 则 则 线 0 也 很 小 地 改变 成 曲线 0641,( 图 4. 3; 
图 中 只 画 出 每 一 曲线 的 一 部 分 )，C。 上 一 任意 点 了 2 运行 到 064 上 
的 一 点 4 由 于 fi: 了 > 蔷 为 连续 的 , 所 以 曲线 的 象 也 只有 很 小 的 改 
变 . 由 此 , 对 每 个 向 其 g2“( 它 的 旋转 给 出 了 了 落 如 的 标 ), 向 量 99' 玫 
乎 与 pg 位 于 同 梓 的 方向 , 而 这 个 gg 向 量 的 旋转 则 给 出 了 沿 CO. 
的 标 . 因为 在 每 个 点 上 2 与 和 9”， 
位 于 几乎 相同 的 方向 ， 这 两 向 量 ; 
旋转 的 总 数 必 接近 相同 . 但 是 , 这 
种 旋转 的 总 数 是 一 个 整数 图 数 , 
由 此 , 因为 4 只 能 很 小 地 改变 , 并 
且 重 为 整数 ， 所 以 它 必 须 保 持 垣 
量 ; 这 正 是 我 们 所 要 的 结论 ， 祥 图 43 

从 定理 4.1 的 证 明 可 以 清楚 地 看 到 ， 不 必要 把 了 定义 于 整个 
平面 XX 上， 而 只 要 把 它 定义 在 平面 之 使 得 Co 畸变 成 01 的 那 部 分 
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上 即 可 .在 第 7-5 节 的 应 用 中 将 出 现 这 种 情况 。 


图 44 

到 此 为 止 ， 我 们 一 直 在 讨论 的 是 变换 沿 着 一 条 定向 封闭 曲线 
的 标 ; 我 们 还 要 讨论 另 一 与 它 有 关 的 概念 。 令 f; 了 > 下 为 一 连续 
变换 ; 令 C 为 也 中 的 一 定 入 封闭 申 线 (图 4. 汶 ， 且 令 点 o€ 尼 为 不 
含 于 C 在 了 之 下 的 象 里 的 点 ; 即 ; 嘻 A(C)， 对 每 一 点 9EQ, 我 们 确 
定 一 从 4 到 点 信 = 了 (四 的 向 量 (图 44 给 出 两 个 点 的 这 种 结构 ). 
现在 设想 点 在 绘 定 的 走向 沿 着 曲线 忆 送 行 而 最 后 回 到 它 的 原来 
位 置 ， 当 2 运行 时 ， 向 景 op 可 能 绕 若 a 以 任何 方向 旋转 ,但 当 p 
点 绕 C 走 完 一 圈 市 回 到 它 的 原来 位 置 时 ， 向 最 az 也 将 回 到 它 的 
原来 位 置 并 且 完 成 绕 a 的 整数 周旋 转 ， 这 一 旋转 的 周 数 《{ 逆 时 针 
时 为 正 , 是 时 儿 时 为 负 ) 就 是 了 相对 于 曲线 C( 循 给 定 的 走向 ) 在 点 
“上 的 标 . 

定理 和 2 令 天 和 一 下 为 一 连续 变换 ， 并 且 令 4 为 卫 的 一 点 . 
如 果 定 向 甘 闭 曲线 Cu 能 被 畸变 成 定向 封 闲 曲线 Ci 而 不 历经 
焉 1a) 中 的 任 一 点 , 则 了 相对 于 曲线 Co 在 点 a 上 的 标 等 于 了 相对 
于 Ci 在 点 4a 上 的 标 . 

证 明 : 习题 5. < 

本 节 中 定义 的 这 两 种 变换 的 标 将 在 第 7?-5 节 里 用 来 证 明 两 个 
重要 的 结论 。 
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习题 
. 1， 对 下 列 每 个 变换 f: 了 一 也 求 由 于 沿 着 四 (其 图 心 在 原点 有 半径 为 1) 
的 标 ， 把 这 一 加 定向 为 逆 时 舒 方 向 , 
tq) 平移 ( 例 3. 2 
(5) 旋转 ( 例 3.28). 
Ce) 伸张 ( 例 3.25)， 
(gd) 令 0 为 原点 ,并 对 每 个 xEX, 定义 了 (5) 一 0. 
(8) 令 g 为 点 (10，15) (在 直角 毕 标 里 )， 并 且 对 每 一 wE 定义 (2) 
=0. 


{有 ) 两 个 变换 , 它们 把 极 坐 标 为 (7, 俏 的 点 适 至 极 坐 标 为 (#r，3 人 的 点 ; 


k= 二， a. 


(9) 变换 : 它 把 极 坐 标 为 (r，3) 的 点 送 至 直角 坐标 为 Cr，3) 的 点 ，〈 提 
示 : 要 广 愤 1) 

2， 哪 些 点 是 习题 1 里 的 变换 的 不 动 点 ? 

3. 令 f 下 一 是 为 一 连续 变换 ， 并 且 令 C 为 三 中 一 个 定向 曲线 《不必 是 封 
闲 的 )， 它 不 包含 任 一 了 的 不 动 点 定义 一 定向 封 闲 曲线 0 如 下 : 襄 着 
已 走 , 然后 反方 南昌 语 着 0 走 。 求 证 了 沿 C 的 标 为 0. 

*4， 令 f: XX 一 五 为 一 连续 变 柳 ， 且 令 6 为 XX 的 一 点 使 得 fq) 关 9、 证 明 若 
人 为 了 中 以 a 为 图 心 且 半 各 充分 小 的 贺 , 则 了 治 忆 的 标 为 0. 

5， 证 明定 理 4.2. 

6. (a) 未 出 一 个 旋转 (变换 相对 于 单位 图 (图 心 在 原点 , 半径 为 1 定向 为 
北 时 针 ) 在 原点 上 的 标 . 
《8) 求 出 一 个 旋转 (变换 ) 相对 于 单位 图 在 点 (10，15) (直角 坐标 ) 上 
lc) 求 出 习题 1(f) 的 变换 相对 于 单位 加 在 原点 上 的 标 . 
(中 求 出 习题 1(f) 的 变 搞 相对 于 单位 圆 在 点 〈10，15) (直角 坐标 ) 上 
的 标 . 
*(e) 令 了 i 互 一 三 为 一 变换 , 它 把 极 坐 标 为 (r, 久 的 点 送 圣 极 坐 标 为 (rn 
?的 的 点 ， 求 出 子 相 对 于 单位 贺 在 原点 上 的 标 . 

*7， 证 时 子 相对 于 定向 封 闵 册 线 C 企 sg 上 的 标 等 于 恒 等 变换 相对 于 曲线 
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了 (中 在 a 上 的 标 ， 
8. 批评 定理 4.1 的 证 明 ， 为 什么 它 只 是 一 个 “近似 合理 的 证 明 "? 证 时 中 
什么 地 方 我 们 用 过 假设 : 在 畸变 中 , 曲线 不 历经 任 一 了 的 不 动 点 ? 


7-5 ”变换 的 标的 应 用 


我 们 已 经 看 到 了 (第 7-4 节 习 题 2) 一 个 连续 变换 可 以 有 也 可 
以 没有 不 动 点 ， 在 这 一 节 里 ， 我 们 将 用 变换 的 标 这 一 概念 来 证 明 
一 个 卓越 的 定理 . 它 是 由 荷兰 数学 家 L, E. J. Brouwer(1881 一 ) 担 
出 的 ， 这 个 定理 解 明 莫 些 变换 必定 具有 不 动 点 ， 此 外 ， 我 们 还 将 
证 明代 数 的 基本 定理 ， 这 两 个 定理 的 证 明 是 建立 在 第 7-4 节 里 所 
定义 的 变换 的 两 种 不 同 的 标的 基础 上 . 

定理 5.1 (Brouwer 的 不 动 点 定理 ) 车 屋 为 一 封闭 贺 盘 ， 
则 每 一 连续 变换 天: 太一 开具 有 不 动 点 ， 

证 明 : 用 反 证 法 证 明 ， 令 Co 为 工 的 圆周 ,并 令 局 为 Co 的 一 
个 同心 图 , 其 半径 Y 小 于 Co 的 半径 . 若 了 无 不 动 点 , 则 Co 能 畸变 
成 为 Ci 而 不 历经 任 一 了 的 不 动 点 , 并 且 由 定理 和 1 可 知 了 沿 Co 和 
沿 C 的 两 个 标 必 相同 . 如 果 * 为 充分 小 , 则 了 了 滑 C 的 标 为 0( 第 7-4 
节 习 题 入. 著 能 证 明子 沿 Co 的 标 不 是 0, 则 此 证 明 完成 ， 事 实 上 ， 
在 每 一 点 BECo 从 了 到 了 一 计划 
的 向 量 必 须 指 向 贺 盘 内 (图 5. 1)3 
就 是 说 ， 向 量 pp' 永远 位 于 在 卫 
点 上 切 于 C 的 基线 的 同一 侧 . 显 
然 当 了 缆 0 一 图 时 ， 切 于 CQ 的 急 
线 也 正好 绕 了 因为 向 量 pp 
来 远 位 于 切线 的 同 侧 ， 它 必定 也 
绕 了 一 圈 ， 因 而 了 沿 Co 的 标 为 
二 1 或 一 1 你 图 5 对 
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我 们 称 三 维 空间 的 某 一 颈 集 具有 木 动 点 性 质 ， 尖 上 且 仅 当 每 一 
从 也 到 其 自身 内 的 连续 变换 都 其 有 不 动 点 .那么 Brouwer 的 不 动 
点 定理 表述 了 一 个 封闭 圆 盘 具 有 不 动 虑 性质 ， 很 容易 看 出 ， 一 个 
移 去 圆心 的 封 国 图 盘 不 具有 这 一 性 质 ( 试 以 旋转 变换 ); 而 且 球面 
也 不 上 共有 这 一 不 动 点 性 质 ， 共 它 例子 见于 习题 . 

定理 5.1 的 证 明 是 建立 在 一 变换 沿 某 一 鼻 线 的 标 这 个 概念 的 
基础 上 ， 下 述 定 理 的 和 证明 将 用 到 一 变换 相对 于 其 一 曲线 在 某 一 点 
上 的 标的 概念 . 

定理 5.2 (代数 的 基本 定理 ) 每 一 多 项 式 方程 式 , 其 系数 为 复 
数 而 且 次 数 #0, 在 复数 中 必定 至 少 有 一 根 . 

证 明 : 我 们 把 任 一 复数 十 论 看 成 是 代表 平面 世上 其 直角 坐 
标 为 (&, 幼 的 点 , 并 且 , 我 们 以 通常 的 方 靶 定义 复数 的 绝对 值 如 下 : 

|utiv|=~ 十. 
那么 , 若 #1 与 zz 为 任意 两 复数 , 则 从 愿 点 到 2 的 距离 为 lztl, 而 且 
从 点 如 到 点 2 的 距离 为 | 名 一 如 | 
因为 可 以 用 最 高 次 项 的 系数 通 除 多 项 式 , 我 们 可 以 假设 
f(z2) = 二 Gel 二 二 Gn.12 二 
共 中 @ aa …; G4 均 为 复数 ,我 们 必须 证 明 方 程式 f(z) =0 至 少 有 
一 根 ， 

此 证 明 用 反 证 法 进行 ， 概 设 了 (z) =0 没有 根 , 则 4s 关 0， 因 为 
否则 零 必 为 f(z) 一 0 的 一 个 根 ， 现 在 , 在 连续 变换 记忆 > 三 之 下 ， 
它 把 点 z 带 至 点 1(z), 原点 被 带 至 a,， 因 为 了 为 连续 的 ， 所 有 的 
充分 靠近 原点 的 点 必 被 带 至 靠近 的 点 ， 由 此 , 一 个 圆心 在 原点 
的 小 贺 Co 的 象 必 为 位 于 靠近 ;处 的 某 一 封 闲 曲 线 0( 图 5,2). 进 
而 可 得 了 相对 于 Cu 在 原点 的 标 为 0， 但 是 Go 可 以 扩大 为 任意 大 
的 加 C1 而 不 店 经 广 !(0) 的 任 一 点 ( 广 50) 为 空 集合 , 因为 jz) 一 0 
没有 根 ); 因此 , 由 定理 4. 2, 了 相对 于 Ci 在 原点 的 标 为 4. 
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现在 考虑 变换 :XX>X， 定 oo 
义 它 为 9(z) = 由 第 7-4 节 习 和 
题 6Ce)，9 相对 于 单位 网 在 原点 人 所 
上 的 标 为 m% 四 为 六 :0) = {0}， 


所 以 可 以 把 单位 名 扩大 成 圈 亿 甸 5.3 
而 不 历经 g1(0) 的 任 一 点 ; 因此， 由 定理 4. 2,9 相对 于 0, 在 原点 
上 的 标 为 %. 


这 一 反 证 法 证 明 将 以 证 明 隆 与 9 相对 于 CQ 的 两 个 标 相 同 而 
结束 . 由 第 7-4 节 习 题 7 可 知 只 须 证 明 恒 等 变换 i: 六 >X(i(z) 二 
2 对 每 一 2EX) 相 对 于 两 曲线 (GL) 与 9(Cw) 在 原点 上 的 标 相 同 就 
够 了 .这 一 结论 对 由 定理 人 2 得 出 ， 只 要 我 们 证 明 曲线 f(C1) 能 
畸变 成 为 曲线 9(0) 而 不 历经 原点 ( 订 1(0) 二 407), 下面 就 叙述 这 
一 晴 变 . 

选取 C1 的 半径 , 使 得 

E>1, 并 HB>{a|+ lel 十 一 十 | 
对 任 一 点 ze01, 从 fz) 到 g(z) 的 距离 为 f(s) 一 9Cz) 1, 并且 我 们 
可 得 


1f(2) —g(2)] 二 [al2 tomer? gn2 al 
lalR™ lt glR" + awl B+ la,l 
BR e+ lel .+ la |<R"= |g(z)|. 
由 此 , 对 尾 一 2zEC 了 f(z) 与 gC2) 之 同 的 距离 必 小 于 从 9C2) 到 原点 
的 距离 ， 所 以 原点 不 能 在 从 72) 到 9( 纪 的 线 展 之 上 ， 但 这 就 意 
味 着 曲线 了 (C1) 能 沿 着 连接 了 (4) 与 9(z) 的 线段 而 畸变 成 贡 线 
gf(CD; 而 且 , 在 这 一 畸变 中 , 曲线 从 不 经 过 原点 ， 祥 


25 


4 


习题 


， 证 明 下 询 三 维 空 间 的 子 集中 没有 一 个 具有 不 动 点 性 项 ， 


{9q) 胎 形 ， 

{b) 球面 ， 

《e) 开 略 盘 ， 

{2@) 闭 国航 攀 去 其 开 回 黄 里 的 某 一 上 各， 
(e) 闭 回 盘 移 去 共 贺 阅 上 的 基 一 点 . 


- (a) 检验 几 个 从 团圆 盘 到 其 自身 内 的 连续 前 数 的 例子 ,并 找 出 每 个 揣 数 


的 一 个 不 动 点 ， 它 能 有 更 多 的 不 动 点 吗 : 它 能 有 任意 多 个 不 动 点 吗 ? 
(5) 找 出 一 个 其 球 面 到 其 本 身上 的 同 胚 映射 ， 它 没有 不 动 点 ; 它 恰 仅 有 
一 个 不 动 点 ; 它 恰 有 革 个 不 动 点 . 


， 以 下 列 为 基础 , 给 出 Brouwer 的 不 动 点 定理 的 兄 一 可 行 的 征明: 令 天 


下 一 卫 为 一 从 闭 回 查 到 其 自身 内 的 连续 函数 而 不 具有 任何 在 动 点 ， 对 
每 一 点 号 习 画 出 从 tr) 到 zw 的 线段 ， 并 且 延 长 此 线段 直 至 交 于 如 周 上 
的 点 ,定义 变换 9g: 下 一 们 为 9(z) 一 ?5， 则 8 为 一 连续 变换 ， 它 变换 
闭 圆 表 到 其 圆周 上 , 并 且 使 得 贺 周 上 的 经 一 点 省 不 动 。 乌 是 可 以 直觉 地 
看 出 并 设 有 象 9 这 样 的 变换 ， 

证 天 : 车 了 为 球面 全 到 共 自身 内 的 一 个 连续 变换 , 则 了 具有 不 动 点 或 者 
存在 某 一 点 ， 它 被 了 送 到 它 的 对 径 点 . 《提示 : 很 设 了 无 不 动 点 并 且 不 
存在 任何 一 点 被 了 送 到 它 的 对 
径 虚 ， 对 每 一 点 BES， 在 过 接 
了 与 1(p) 的 大 加 上 取 彰 着 小 
强 方 庙 测 切 子 了 点 的 切线 ， 以 
此 决定 每 一 BE 上 的 叭 一方 
向 d.， 现在 考虑 任 一 8 上 的 有 
将 图 (图 35. 3)， 在 每 一 点 PEC 
凸 , 令 6 为 介 于 向 量 1 ( 它 在 p 
点 处 切 圆 C) 生 上 而 决定 的 方向 
4 之 同 的 类 角 ， 当 了 P 点 绕 C 运 
行 一 局 ， 则 6 角 的 净 改 变量 是 
380 度 的 整数 倍 ， 称 这 个 整数 图 5.3 
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入 为 局 的 标 ， 用 类 似 定 理 4.1 的 证 明 来 还 明 崎 变 一 个 男 弧 曲线 并 不 改 
变 它 的 标 ， 从 下 列 所 述 可 得 一 矛盾 : 从 一 个 很 小 的 贺 Ce 开始 , 并 且 使 它 
受到 两 种 不 同 的 畸变 : 1) 保持 06 的 大 小 为 恒 量 , 在 球面 土 清 动 06 至 与 
其 对 径 位 置 上 得 C4 (2) 把 O06 扩大 成 一 大 图 , 并 把 它 在 另 一 半球 上 收缩 
为 与 (1) 的 蛙 变 中 最 后 所 得 的 网 Ci 相同， 证明 至 少 在 此 两 种 畸变 的 一 
种 下 , 圆 Cu 的 标 必 定 融 变 .) 

、 证 明 : 考 一 个 弹子 球 的 球面 上 长 满 毛 发 ， 则 不 可 能 把 它 杭 得 处 处 匀 平 ， 
《提示 : 利用 习题 4. 》 

- 证 明 : 车 六 8 一 5S 和 8158 为 球面 3 到 其 自身 内 的 两 个 连续 变换 ， 
划 变 换 J,y 和 fog 中 至 少 有 一 个 有 具有 不 动 点 上 记 住 (9of) (x)= 
gf(z))] (提示 ; 若 不 然则 对 每 一 点 P69, 8, 9 =f(7p) 与 p*=9(p') 
三 点 互 异 ， 这 三 点 决定 唯一 的 一 个 网 ， 利 用 这 个 圆 来 定义 一 个 连续 变 
换 下 :8 一 9, 使 得 天 无 不 动 点 , 并 且 死 任 一 点 被 送 到 与 它 的 对 径 点 上 . 这 
与 习题 4 的 结果 巴 居 ,) 

-作为 习题 6 的 结论 的 一 个 尾 例 ,证 明 若 对 :88 为 球面 到 其 自身 内 的 一 
连续 变换 , 则 要 么 了 有 不 动 点 ,要么 存在 S 的 两 个 不 同 的 点 2 与 4 使 得 
fp) =g,¥E f(D = 7. 

， 画 图 说 明定 理 5.2 在 情况 为 3) = 如 十 2 十 2 时 的 证 胃 . 

， 在 定理 5.2 的 证 明 中 ， 我 们 说 了 与 两 变换 为 连续 的 ， 请 证 明 这 一 事 
实 . (提示 : 定义 平面 里 两 点 与 ss 的 加 与 乘 ， 并 把 定理 3.1 的 证 盟 
一 般 化 到 羡 为 平面 的 梢 况 , ) 
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手 
空 间 

8-1 引言 

在 第 七 章 里 我 们 已 经 看 到 了 在 三 维 空间 里 两 点 间 的 距离 的 概 
念 如 何 被 用 来 定义 变换 的 连续 性 ; 接着 , 这 个 髓 念 又 被 用 来 定义 图 
形 的 拓扑 等 价 ， 但 是 , 我 们 也 曾 讨 论 过 一 些 图 形 (例如 klein 痊 )， 
它们 并 让 是 三 维 爽 氏 室 问 的 子 集 ， 连 续 性 与 拓扑 等 价 的 定义 可 以 
推广 , 而 使 得 它们 对 这 些 情 况 岂 适 用 ， 本 章 就 阑 述 这 种 推广 

在 第 8-2 节 里 ， 我 们 指出 两 点 间 的 距离 这 一 概念 甚至 在 当 
“点 "为 任意 集合 (或 许 是 函数 的 集合 ) 的 元 素 时 也 是 可 行 的 ， 在 这 
种 情况 下 ， 我 们 称 这 种 集合 为 距离 空间 ， 过 续 性 与 拓扑 等 价 的 定 
义 可 以 直接 从 第 七 章 对 它们 的 益 述 转移 到 距离 空间 上 

在 第 8-3 节 里 ， 我 们 将 看 到 一 些 能 够 在 距离 空间 里 定义 的 概 
念 (例如 开 集合 ， 闲 集合 ) 在 更 一 般 化 的 情况 下 也 是 可 行 的 ， 它 们 
将 被 用 来 在 更 一 般 化 的 情况 下 定义 连续 性 与 拓扑 等 价 性 ， 

在 第 8-4,8-5, 8-6 节 中 将 讨论 三 种 竺 别 重 要 的 性 质 ( 连 通 性 ， 
紧 致 性 和 完备 性 )， 其 中 前 两 个 性 质 是 拓 持 性 质 而 景 后 的 一 个 则 
不 是 . 


8-2 距离 空间 

在 第 7-8 节 中 ， 我 们 曾经 提 到 三 维 空间 中 趾 离 函数 的 四 个 基 
本 性 质 ， 这 里 , 我 们 将 看 到 ， 若 互 为 任 一 集 含 , 并且 4 为 一 具有 这 
四 种 性 质 的 函数 ， 则 我 们 的 所 感 兴趣 的 (与 三 维 宰 间 有 其 的) 许多 
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概念 能 够 在 这 个 集合 开 中 定义 . 

令 下 为 一 集合 ， 并 且 令 6G 为 对 点 对 XEX，g& 叉 所 定义 的 一 突 
数值 消 数 .， 当 且 仅 当 对 不 的 所 有 点 x，g 与 3, 下列 条 件 都 被 满足 
时 , 函数 & 为 时 的 一 ^ 度 最 ”， 

《1) qd(w, 办 >, 

(2) dlw,g) 一 0, 当 且 仅 当 x 一 

(3) d(z, 9) =d(y, 2), 

(4) d(x, 9) -+d Cy, 2) ar, 2), 
函数 4 在 点 2 上 的 值 [ 即 : 实数 (zw 办 ] 称 为 从 z 到 的 “ 距 
离 ”. 一 个 “距离 空间 " 力 是 一 个 集合 天 连同 开 中 的 一 个 度量 也 

在 开始 讨论 距离 空间 之 前 , 让 我 们 先 注意 一 些 例子 . 从 例 2.1 
到 例 2.6 的 每 一 个 例子 部 是 距离 空间 . 

例 2.1 匀 为 三 维 欧 氏 空 间 的 任 一 子 集 ; &Kz， 轨 为 通常 的 从 
7 到 # 的 距离 . 

例 2.2 天 为 一 任意 集合 ,函数 & 被 定义 为 
0， 当 2= 久 
1， 当 天 六 

例 2.3 于 为 和 由 平面 上 所 有 的 点 所 组 成 的 集合 ， 对 任意 点 
P= (PL Ko) ER Sy (yy) EX, 令 

a(x, WD =|m 1) ga)- 
例 2.4 天 为 定 又 在 单位 区 疝 
I={t:0<t<1} 
土 的 所 有 的 连续 实数 值 函数 的 集合 ; 对 任意 两 函数 zxEX 和 5yEX， 
令 


ee 一 


d(x, 9) =max|2( -1)). 


例 2.5 与 例 4 中 的 互相 同 
= 29 


CAC 0=[ [a —y (Eat. 


例 2.6 开 为 所 有 的 有 序 a 元 实数 ， 对 任意 两 个 有 序 兄 元 
实数 - 
攻 一 (3 2 ER 及 (1 2 EK 
令 


dls, Dmax|v yl. 


从 例 2.7 到 例 2. 10 的 每 个 例子 都 不 是 纸 元 空间 ， 
例 2.7 互 为 所 有 实数 的 集合 ， 
终 (gz 扒 一 起 一 扩 ， 
例 2.8 三 为 所 有 实数 的 集合 ， 
d{z, 9) = 12 —¥|- 
例 和 9 互 为 所 有 实数 组 成 的 集合 
出 一 1， 妆 必 字 六， 
aa 信人 二 2 

例 2.10 三 为 沿 着 革 一 河岸 (相对 于 地 球 是 固定 的 ， 并 不 随 
河水 而 流动 ) 的 所 有 点 的 集合 ， 对 任意 两 点 ?EX 与 yEX, 令 dl% 
六 等 于 从 “到 9 所 需 的 时 间 ,， 

任 一 定义 ， 若 它 只 依据 距离 的 概念 ， 就 可 以 将 它 直接 地 推广 ， 
使 之 能 应 用 于 任意 的 距离 空间 ， 为 完善 起 见 ， 下 面 讲 我 们 最 感 兴 
趣 的 一 些 问题 ， 

令 卫 与 了 为 距离 空间 , 它们 各 自 以 @ 与 4 为 度量 ， 两 点 ?1EX 
和 mwEZX 为 “5- 邻 近 "， 当 且 仅 当 gz zo) 一 6、 辐 样 , 如 EY 为 “e- 
邻近 ”于 gaEZ， 当 昌 仅 当 eg 因 )<e。， 变换 关 和 > 了 “在 zoE 和 上 
连续 ”, 当 生 仅 当 对 每 一 :>>0, 存在 一 6->0, 使 得 车 “为 8 邻近 子 
zo, 则 fz) 为 es- 邻近 于 了 (zo)， 变换 了 为 “连续 ”, 当 且 仅 当 它 在 买 
的 每 一 点 上 都 连续 . 一 个 同 王 映 射 万 是 具有 违 续 的 逆 变 换 的 一 个 


530。 


连续 变换 .以 #wEX 为 图 心 并 且 以 ?>0 为 半径 的 开 球 是 集合 
Bla0;7) = {2: 0mER, 并 HL A(xo, 2) 7} 
辱 比 作者 把 并 球 (open Bal1) 丈 做 天 球面 open sphere), 但 我 们 将 
保留 球面 (3phere) 为 集合 ?: 
{wd (xo, w) =?}. 
以 zo 为 圆心 ,?>0 为 半径 的 六 妹 ( 表 示 为 B- (zo;7)) 态 是 集合 
B- (zor)= {x:w€EX, ¥# 有 HL dw0, 2) Sr} 
例 2.I1 在 例 2.4 的 室 间 了 中 , 令 x0EX 为 全 等 于 0 的 函数 ; 
即 对 所 有 #E 的 值 ，wo (1) =0。 开 球 B(wo, 1) 乃 是 所 有 的 函数 
xz6E 和 X 组 成 ， 它 的 图 形 位 于 图 2. 1 中 所 示 的 所 形 中 ， 


他 人- 


图 2.1 图 2.2 

例 和 二 在 例 2.5 的 空间 下 中 , 令 2oEX 为 恒 每 于 0 的 销 数 ; 
即 :对 所 有 的 $i€1, wo(#) 二 0。 开 球 Ba 1 万 是 一 集合 , 它 包含 使 
得 以 临 线 z= (1) 和 直线 w=0，# 一 0，# 三 1 为 界 的 面积 小 于 1 的 
所 有 的 xEX， 图 2.2 表示 这 样 的 一 个 面积 .注意 , 在 二 轴 以 下 的 
那 部 分 面积 并 不 以 负 值 计 算 . 

读者 必须 证 明 下 面 的 定理 作为 练习 ， 这 个 结论 将 在 证 明 司 面 
的 定理 时 应 用 . 

定理 2.1 变换 六 和 -> 了 为 连续 , 当 且 仅 当 对 每 一 miEZ 以 及 
以 (2) 为 中 心 的 开 球 

B=B(f(a); eCY 


"I31* 


看 在 以 2 为 中 心 的 一 个 开 球 
Bs= Bn; 0) CX 

使 得 Bi:Cf- i(B) 
证 明 : 当 作 练 习 去 做 ， 祥 

定理 2.2 令 互 与 了 皆 为 距离 空间 ， 分 别 以 了 和 e 为 度量 ,下 
下 -> 了 为 连续 的 一 个 充分 必要 条 件 是 . 若 B; 为 了 中 的 一 个 开 球 , 使 
得 反方 !(CB)， 则 存在 一 个 开 球 BC 外 使 得 2EB,CCf!(B1)， 

证 明 : 充分 性 , 假设 定理 的 条 你 被 满足 ,并 且 令 

二 B(f(z1);e) 为 了 中 以 f(z) 为 中 心 的 一 个 开 球 . 则 maE 
六 (B1), 因此 在 对 中 存在 某 一 开 球 B, =B (xa;7), 使 得 ziEBsC 
了 1(B1), 令 6 二 ?一 Rwzy wr1); 因 为 mEBz, 放 6>0. 令 B= B(z1; 6)， 
则 下 是 以 zi 为 中 心 的 一 个 开 球 ， 车 二 下 , 则 

gz, TEAR, TD 二 (rr 2) EE, D1) + 6=7, 

扬 以 xEB， 由 此 , 世 Bj"1(B1)， 几 此， 由 定型 2. 1， 了 是 连 
续 的 . 

必要 性 ， 车 于 为 连续 ， 则 定理 2,1 的 条 件 被 满足 假设 
成 二 Bg,7) 为 了 中 的 一 个 开 球 ,而 且 xEf1(B), 则 有 fz)EB1 
因此 


BY 一 eg Fw)) >0 
仿 忆 二 B(f(z); 6); 由 三 角 不 等 式 可 得 Bo 过 B41 但 由 定理 .1 可 
知 , 存在 以 z 为 中 心 的 一 个 开 球 启 =B(z;6)CX， 使 得 

BCf BOCFIB), 
当然 zEB2， 字 

下 看 定义 两 个 概念 ， 它 们 是 我 们 以 前 未 曾 讨论 过 的 ， 这 两 个 

定义 适用 于 性 一 跟 离 空间 、 稍 后 我 们 将 看 到 这 两 个 概念 在 更 一 般 
的 情况 里 是 季 有 意义 的 ， 事实 上 上， 其 中 一 全 将 在 第 8-3 节 里 成 为 
从 距离 空间 推广 到 拓扑 空间 的 基础 . 
，132 ， 


虐 离 空间 的 一 个 子 集 矿 为 * 开 的 ”, 当 且 仅 当 对 每 一 点 xED 
存在 基 一 开 球 马 使 得 wCBC0, 一 子 集 PC-X 为 * 闭 的 ”， 当 且 仅 当 
矿 为 开 ， 

和 如 虹 避 为 开 的 ,并且 zcD, 则 在 在 某 一 球 及 ,使 得 xE 肋 以 
但 是 ,因而 存在 以 * 为 中 心 的 一 个 球 B:, 使 得 杞 C- 蕊 .由 此 , 集合 
DC 为 开 的 , 当 且 仅 当 对 每 一 ncD, 存在 鞭 一 女 B(ziCD， 此 
定义 的 形式 说 胃 为 什么 “ 江 * 这 个 字 锌 选 来 措 述 这 个 概念 ， 它 就 是 
“ 开 扩 的 空间 "的 意思 ， 若 玖 为 开 的 并 且 xc， 则 妈 包 含 光 分 寿 朱 
和 的 任何 点 直观 地 说 就 是 : 从 某 些 间 常 靠近 z 的 点 系 位 于 吕 之 
外 这 个 意义 看 ，z 不 能 是 在 可 的 “ 廊 "” 上 ，“ 闵 " 这 个 字 的 直观 意义 
鼎 难 描述 ， 猎 后 我 们 将 看 到 , 它 能 以 “被 包 肝 的 * 或 "包含 国 着 它 的 
一 个 国 堵 "的 意义 来 说 明 . 

很 容易 看 出 存在 一 些 嫉 不 是 开 的 也 不 是 闲 的 集合 ， 在 南 所 有 
的 实数 所 组 成 的 旗 离 空间 ( 例 1), 令 

4= {x:# 为 有 理 数 } 与 B= {x: 2 为 无 理 数 }， 

则 44 与 已 痢 不 是 开 集 合 ,但 4 与 瑟 互 为 余 集 ,因此 两 者 皆 不 是 闲 的 - 
一 个 更 令 人 惊 条 的 结论 是 : 存在 革 些 集 含 ， 它 们 九 是 沂 的 又 是 闲 
的 ,实际 上 , 在 例 2.2 中 很 容 易 看 到 , B( 必 去 ) 一 0; 就 是 说 ,每 个 
半 征 为 二 的 球 包 含 谷 仅 一 点 ， 在 这 个 距离 空间 里 每 个 集合 都 是 开 


的 , 因而 结果 是 每 个 集合 也 是 闭 的 ， 这 是 一 个 极端 的 例子 ， 但 是 ， 
在 任 一 距离 空间 已 中 , 空 集 合 甸 与 全 空间 他 都 肛 是 开 的 又 是 闲 的 . 
定理 2.3 从 距离 空间 互 到 距离 空间 了 的 变换 六 和 -> 了 为 连 
续 的 , 当 且 仅 当 对 每 一 开 集合 VCY, 集合 广 !(F) 为 开 的 . 
证 明 : 必要 性 ， 令 了 为 连续 的 , 令 下 为 了 的 一 开 子 集 , 并且 令 
z 为 六 (下) 的 一 成， 为 了 证 明 广 :(P) 为 开 的 ,我们 将 找 出 一 个 开 
球 己 使 得 xS3C 太 :FT)， 因 为 f(z)EV， 所 以 存在 一 个 开 球 BB，， 
+ 133。 


使 得 f(z)EBiCy， 但 因 简 <E 六 1(B1), 并 且 由 定理 2.2, 存在 一 个 
开 球 BCX 使 得 
ZEDC 广 :BC 广 !(P. 

充分 性 ， 令 ;为 了 中 的 一 个 开 球 并 且 令 3 为 六 :CB) 的 一 
点 ， 因 为 Bi 为 一 开 球 , 所 以 它 是 开 的 (习题 9); 因此 ， 由 定理 的 条 
什 , 扩 1(B1) 也 是 开 的 ， 因 为 x 为 开 集合 六 1(BD) 的 一 点 ， 故 存在 一 
个 开 球 刀 ,使 得 zEByCCf1(B1)， 而 县 , 康定 理 2. 2 可 知 了 为 连续 
的 ,， 安 

定理 2.2 和 2.3 以 商 种 方法 刻 划 了 两 距离 空间 之 间 的 连续 变 
换 ， 定 理 2,2 的 条 件 通常 比较 便于 利用 , 但 在 更 一 般 的 空间 里 ,这 


个 条 件 就 成 为 塞 无 意义 的 了 ， 而 定理 2.3 的 条 件 将 成 为 重要 的 一 
个 ， 


习题 
。 (9) 证 明 只 例 2.1 到 2.6 的 等 一 个 例子 都 是 距离 空间 . 
(bo) 证明 从 例 2,7 到 2.10 的 每 一 全 例子 都 不 是 距离 空间 ， 
下列 局 子 中 器 些 是 由 离 空间 ? 
(gq) 集合 革 为 所 有 实数 的 集合 ， 对 xEX 与 yEX， 设 和 4 一 | 一 | 
(5) 集合 为 实数 的 集合 ;对 XE 四 与 yEX, 设 8 9) = (zf 一 
{6) 集合 下 为 一 平面 ;对 T= (zi xz] 和 与 了 139 设 
2; WD =max{|s 一 所 |，] 呈 一 拓 人 - 
(8) 集合 互 为 一 平面 ; 对 = {31 aa)EZ 与 ?= (#49)《X， 设 


S 


[lm y+ (ory 妆 罗 寺 g 
(2 下 当 gr 一 91 且 Ty 
0， 当 fi 一 所 县 za 一 az， 
3， 证明 对 点 对 TE，3i 开 而 定义 的 一 个 实数 值 函数 @ 为 天 中 的 一 个 度量 
当 且 仅 当 gd 满足 两 个 条 件 . 
(本 diz, 拉 于 0， 当 肛 权 当 z= 六 
8) alz, dr, 2) aty, 2), 
134. 


二 


15, 


、， 令 为 从 例 2.4 的 距离 空间 色情 2. 5 的 距离 空间 上 的 恒 竺 变换 ， 话 明 


为 连续 的 , 计 ! 是 连续 的 隐 ? 


《ga) 令 开 为 例 3.4 的 虹 离 空间 ,并 定义 变换 f; 六 一 六 为 了 (2) = 其中 


gD = bra 


了 是 连续 的 本? 

(5) 设 互 为 例 2.5 的 距离 空间 , 试 解 都 分 Sa) 的 问题 . 

证 明了 : 一 了 为 连续 的 一 个 充分 必要 条 件 为 ; 对 德 一 31 和 以 及 对 以 
了 (zi 为 中 心 的 每 一 开 球 B=BCf CzD), e) 于 了 ,存在 一 个 以 如 为 申 心 的 
开 球 Br = 局 (9 可 王 马 使 得 B11(B). 


， 比 较 一 下 定理 2. 2 的 命题 与 第 7-3 节 习 题 5 的 命题 , 为 什么 本题 里 的 命 


题 必须 比 定理 里 的 命题 更 复杂 ? 
证 明 在 任 一 距离 空间 他 中 , 集合 与 的 每 一 个 都 既是 开 的 又 是 闭 的 . 


， 证 明 开 妹 是 开 的 , 闲 球 是 闲 的 ， 
(9) 证 明 任意 两 集合 的 交集 为 开 的 ， 


{5) 证 明 任何 有 限 个 开 集 全 的 交集 为 开 的 . 
(e) 证 明 任 何 一 族 ( 不 必 是 有 限 的 } 开 集合 的 并 集 为 开 的 ， 


, (q) 证 明 枉 何 一 族 闭 集合 的 交集 为 闭 的 . 


4》 证 角 任 何 有 限 个 闲 集 合 的 并 集 为 闭 的 . 


、 证明 两 上 距离 空间 之 同 的 变换 产 五 一 了 为 连续 的 ， 当 旦 仅 当 对 工 的 每 一 


闭 子 集 可 于 区 (到 必 为 蕊 的 闭 子 集 . 


. 令 甩 与 了 分 别 为 例 2.2 和 习题 2( 的 的 距离 空间 ， 下 列 变换 产 工 一 了 哪 


些 是 连续 的 ? 哪些 有 连续 的 逆 ? (了 又 瑟 为 实数 集合 .) 
(9) (和 = 
(b> f(s) =22, 
Ce) fs) =, 


， 对 变换 了 了 一 工 , 试 作 习 题 13 中 的 问题 


令 玉 与 了 分 别 为 例 3.4 与 3.5 的 距离 空间 ， 下 列 变换 让 鲜 -- 了 那些 是 
连续 的 ! 哪些 有 连续 的 逆 ? 
(m f(z(t)) =5(), 
C6) FER) =2704), 
Ce) 了 (ZE = [rE) J], 
"135°® 


《GD FFF) 一 全 (7 
16， 对 变换 六 了 一 工 试 作 习 题 15 的 问题 ， 

在 下 一 节 中 考虑 更 一 般 的 空间 之 前 ， 我 们 彰 讨 论 虑 离 空 间 中 
的 两 个 概念 一 一 闭 包 与 收敛 性 . 

对 距离 空间 & 的 任 一 子 集 4， 4 的 闭 包 记 成 4 ， 它 是 以 4 为 
子 集 的 最 小 的 闭 集合 ， 这 就 是 

(了 ) 44 为 闲 的 . 

《这 “二 二 4 

《ii 车 五 为 用 的 且 了 二 4, 则 2D4-. 

很 容易 看 到 , 每 个 集合 A 己 世 都 有 闭 包 ;就 是 说 ， 永远 存在 一 
个 以 4 为 子 集 的 最 小 闭 集合 ， 因 为 :可 萎 虚 为 所 有 以 4 为 于 集 的 
闭 集合 族 安 ( 集 合 X 当 然 是 这 一 族 中 的 一 份子 )， 由 上 面 的 习 十 
11a, 这 族 中 所 有 的 集合 的 交集 为 一 闭 集合 ， 这 个 交集 必 以 4 为 其 
子 集合 , 并且 必然 是 以 4 为 了 集 的 最 小 的 闭 集合 ， 由 此 我 们 看 到 ， 
4 的 闭 包 芒 是 所 有 的 以 44 为 子 集 的 闲 集合 的 交集 ， 就 是 说 

有 4 二 几 {P:F 为 闭 的 并 且 了 4 

定理 2.4 当 且 仅 当 竺 一 开 球 B(x; 7?) 至 少 有 一 点 与 4 共有 

时 ;就 是 说 当 且 仅 当 


4 门 B(zr) 夫 好 
时 , 点 xE 蕊 在 子 集 4 忆 的 闭 包 中 ， 

证 明 : 假设 对 43; 则 xzE(47)'， 但 C47)' 乃 是 开 和 集合 ， 因 此 
存在 一 个 开 球 吾 使 得 zEBIC (4-)', 因为 xsEB, 故 存在 一 个 开 球 
B, 它 以 ?为 中 心 使 得 BC B,, 因而 我 们 得 到 

BCBC(A) ECA 
由 此 4 站 B=% 

假设 存在 一 个 开 球 了 ==B(w;7), 使 得 4 则 B= 名 , 则 B' 为 一 个 
以 4 为 子 集 的 闭 集 合 , 因此 4- 己 BE， 因 为 +EB,， 就 必须 从 A-， 安 

定理 2.4 说 明了 一 个 集合 4 的 闭 包 包含 着 非常 靠近 4 的 点 所 
» 136. 


有 的 点 ， 更 确切 地 说 , 当 且 仅 当 对 每 一 >0, 存在 4 的 -一 个 点 , 它 
< 邻近 于 2 时 ,wxE4-. 

我 们 已 经 看 到 任 一 子 集 4C 工 决定 一 个 子 集 4 ， 它 称 为 4 的 
闲 包 .这 意 指 闵 包 帮 是 在 4 的 子 集合 上 的 一 个 单元 运算 ， 下 一 -个 
定理 给 出 了 这 个 运算 的 一 些 最 重要 的 任 质 . 

定理 2%,5 对 任意 鸦 的 子 集 太 和 全 

(9) %-=%, (c) £7--=8", 
(b) 8-o8, (a) S-UT-=(SUD-. 

证 明 ; 《@ 因为 和 为 朵 的 ， 并 且 是 每 个 集合 的 子 集 , 它 显然 是 
以 四 为 子 集 的 最 小 团 集 合 ， 就 是 说 , “= 吧 . 

《5) 由 闭 包 的 定义 , 这 是 显然 的 ， 

(2) 因为 8 其 本 身 为 闭 的 ， 它 是 以 8 为 子 集 的 闭 集合 之 一 . 
显然 , 它 是 以 8 -为 子 集 的 最 小 采集 合 ; 即 :3 一 一 3-， 

他) 集 仓 (8 人 玉 -是 以 8 为 子 集 的 闭 集 合 之 一 ， 因 此 SC 
(SUT)-， 同样, TC CUT)-， 而 且 这 两 个 包含 关系 荡 狠 丁 

S-UTCUUT)-. 
至 于 另 一 方向 的 包含 ,注意 一 下 8- 为 以 如 为 子 集 的 一 闭 集 合 ， 前 
且 "为 以 为 子 集 的 一 闭 集 合 ， 由 此 , S-UT- 是 -一 闭 集合 (上 面 
的 习题 115), 它 以 SUT 为 一 子 集 ， 即 得 STUT (SUT)-， < 

例 2.13 令 义 为 例 2.4 的 耻 ， 
离 空 间 ， 并 令 避 为 由 其 图 形 为 有 
归 条 线段 所 组 成 的 所 有 的 函数 
xEK 的 集合 ， 令 zaEX 为 定义 作 
ZA( 科 二 扣 (对 1ED) 的 函数 ， 则 上: 
E57 见 图 2 3. 它 表 示 冰 数 wa 
的 图 形 和 以 此 图 形 为 中 线 级 长 为 : 
3 的 一 段 长 带 。 明 攻 直 ,对 任 一 


17» 


xzE8, dmz,z)<e， 当 有 仅 当 z 的 图 形 位 于 此 长 带 之 中 ,图 2.3 说 
明 至 少 看 在 一 个 xES， 它 请 足 这 个 条 件 。 由 此 ， 对 任 一 *， 开 球 
Bw 时 至 少 有 一 元 素 与 8 共有 , 因 比 , 由 定理 2, 4, .E58-. 

对 闲 包 的 轨 念 我 们 已 经 有 些 认识 了 ， 现 在 我 们 来 看 站 线性 . 
我 们 将 看 到 收 合 性 B 是 与 闲 包 有 和 密切 关系 的 一 个 燥 念 ， 我 们 将 集 
中 讨论 点 列 的 收 伍 ， 

集合 下 中 的 一 个 点 列 乃 是 从 集合 交 = {1，2，3,，… 少 到 和 内 的 
一 个 变换 ， 点 列 所 用 的 符号 与 一 般 变 换 所 用 的 符号 有 些 不 同 ， 不 
用 字母 ,如 六 来 表示 这 种 变换 ， 也 不 用 fm) 表示 元 素 mEN 的 象 ， 
而 是 灌 效 通 常 的 习 收 ， 用 足 码 符号 指明 nEN 的 象 ， 情 如 nm 并 县 
将 点 列 (变换 ) 表 记 为 (si wz, zs …) 或 更 简单 地 写成 zs)。 此 函数 
的 值 zx。 称 为 点 列 的 “第 项"， 当 捷 ， 对 其 些 五 异 的 宇 与 元 可 能 
发 生 二 zi。 钢 如 : (p, 2, 8,…) 力 是 集合 押 } 的 一 个 点 列 ,此 处 

2 对 了 1123 

我 们 将 只 对 虐 离 空间 里 的 点 列 感 兴趣 . 

假设 4C 和 ， 并 且 (zw) 是 忌 中 的 点 列 ， 点 列 (zw) 八 归 在 4 中 ， 
当 且 仅 当 存在 某 一 mEN, 使 得 对 所 有 的 nno mE4; 就 是 说 , 点 
列 中 存在 某 一 项 (第 to 项 ) ,使 得 后 面 的 所 有 的 数列 的 项 都 在 4 中 . 
数列 (zw) 频繁 在 4 中 当 且 仅 当 对 每 一 noEN, 存 在 基 一 n>no, 使 得 
avE4， 这 一 条 件 等 价 于 要 求 数列 有 无 限 多 个 项 为 4 的 元 素 . 

距离 空间 玉 中 的 一 点 列 (gu) 收 敏 至 一 点 xEX， 当 且 羽 当 对 以 
交 为 中 心 的 每 一 开 球 B(%?)， 此 数列 终归 位 于 B(2%; +) 中 .我 们 
写成 zw->2 或 imzs =w 来 青 记 (2,) 了 用 钱 至 在 这 种 情况 下 , 我 们 
称 z 为 点 列 (zs) 的 一 个 极限 点 ， 

例 2.14 令 吕 为 实数 集合 , 并 且 对 wEX,yEX, 定义 

G(x,g) = |w—g)| 
《中 设 

"I38s 


z= "nmn), n=1,2,.* 
对 中 心 位 于 z=0 的 任 一 开 球 BB 点 列 (x) 终归 位 于 BB 中 ; 结果 是 
(zw) 收 敏 至 0、 如 果 4= {%;8>> 站 为 所 有 的 正 实数 的 集合 ， 点 列 
{zw ) 力 频繁 (但 非 终归 ) 位 于 和 4 中 . 
( 荔 设 
go =(—1)"n, n=1,2, 
此 点 列 频繁 位于 正 实数 集中 , 但 并 不 收 人 证 至 任 一 点 . 
例 & 15 (a) 令 及 为 例 2.4 的 距离 空间 , 并 且 令 2(n==2,3， 
4,*…) 为 其 医 洪 表示 在 图 .4 中 {0) 
的 函数 ， 由 点 列 (z) 不 收 合 至 任 
一 点 xEX。 这 可 由 下 面 的 说 明 
看 出 注意, 对 任 一 wEX， 
dC, a) =max|z(t)—z(D)| 


1 1 1 
>| 坟 -<( 吉 -改动 - 中 
由 此 对 mr> 节 到)+L de，z)>1 因而 (zm) 就 估 归 位 于 开 球 
(ss 1) 的 外 部 。 

《5) 令 玉 为 例 3.5 的 距离 空间 ,并且 令 四 (一 2 3, 4 …) 为 其 图 
形 表示 在 图 2.4 中 的 函数 ， 则 zu->zo， 其 中 对 所 有 的 4ET，a( 昌 
一 0， 实 际 上 ， 

don oj 一 | ma(D 一 am(CDI2= Ln 


由 此 可 得 进 对 以 wm 为 中 心 的 任 一 开 球 B， 点 列 (za) 必 终归 位 于 
至 中， 
正如 我 们 可 能 期 望 的 那样 ,X 为 实数 集合 并 且 


dz 的 ) = | wl 
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的 距离 空间 是 相当 重要 的 一 个 特殊 例子 ， 事 实 上 ， 在 任 一 距离 空 
间 中 ， 点 列 的 履 仇 性 可 以 用 在 这 个 空间 的 收 敏 性 来 描述 ， 令 了 为 
-距离 空间 ， 以 。 为 险 离 郊 数 ， 并 令 (g,) 为 了 中 的 一 点 列 ， 则 有 
加 ac 了 , 当 且 保 当 点 列 (9,) 终 妇 位 于 以 加 为 中 心 的 每 一 开 球 之 
中 ， 即 : 当 且 仅 当 对 任 一 实数 ”>0, 实数 数列 Ce (yo, 如) 终归 位 于 
集合 


= OT} 
之 中 ， 这 个 条 件 对 实数 询 {e (yo，y,)) 在 距离 室 间 节 中 收 狼 到 0 是 
充分 且 必 要 的 ， 由 此 ， 任 意 距 离 空 间 了 中 数列 的 收敛 福 可 以 用 中 
高 空间 也 中 收 化 到 0 这 一 事实 来 描述 . 
F 列 定理 给 出 收敛 性 与 闭 包 之 间 的 联系 ， 
定理 2.6 令 且 为 -- 距 高 空间 ， 并 且 令 SCX; 点 2EX 为 S87 
的 一 元 素 , 当 且 人 z: 当 态 中 存在 一 点 列 (zw), 它 收 人 敏 至 工 . 
证 明 : 若 xE5-, 则 以 x 为 中 心 的 每 一 开 球 与 访 相 交 ， 选取 
mS Br 1/n) 
则 点 列 (zs) 终 归 位 于 以 作为 中 心 的 每 一 开 球 之 中 , 因此 eu 一 下 
如 果 六 中 存在 一 点 列 (zw) 收 化 至 = 则 这 个 数列 终归 位 于 以 z 
为 中 心 的 每 一 开 球 之 中 ; 因此 必然 地 , 每 个 这 种 开 球 与 全 相交 ， 由 
此 ,wES"， 写 
定理 2.6 指出 了 “ 闭 集合 ”一 说 的 直观 的 内 了 荡 . 一 集合 4 为 记 
的 , 当 且 仅 当 4=47( 习 题 17)， 由 定理 2. 6, 每 当 由 4 中 的 点 组 成 
的 点 列 (z。) 收 化 至 一 点 点 x 必 倪 在 4 中 ,这 是 当 且 仅 当 的 情况 
真 观 地 说 , 点 列 (g) 收 敏 至 2 当 且 仅 当 点 zn“ 非 常 接近 ”* 于 #， 因 
此 , 4 为 闭 的 条 忻 可 表述 为 :“ 非 常 接近 ”4 中 之 点 的 任 一 点 必 是 4 
中 之 一 点 ， 又 : 不 可 能 偷偷 地 沿 着 4 中 的 一 个 点 列 走 而 “非常 搂 
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过 


一 个 不 在 4 中 的 点 ， 息 的 点 是 封 亲 的 


不 可 能 偷偷 地 沿 着 


妆 中 的 一 个 点 列 运 而 逃离 4 


7. 


#19. 


20, 


21, 


习题 ( 续 ) 


令 4 为 距离 空间 的 一 个 于 集 . 

(9) 证 明 息 为 闭 的 ， 当 且 似 当 44=4-. 

全 ) 证 明 4 为 阁 的 , 当 瑟 仅 当 4 为 此 个 集合 的 闭 包 . 
(¢) 证 明 车 4B， 则 4- 三 B-. 


- (中 若 仿 与 了 皆 为 某 一 距离 空间 的 子 集 ， 集 合 8- fi 与 (30 加) -的 关 


系 如 何 ? 

(G) 057)' 与 (8') 有 何 关系 ? 

(0) 给 出 -一 开 球 B{z: 7 其 闭 包 不 同 于 闸 球 了 Cx?) 的 一 个 例子 。 

令 世 为 一 距离 空间 。 

(q) 着 PEX 并 且 

Zn= PB, R=1,2,3,", 
证 胃 zx, 一 ?， 
二) 戎 za 一 2 并且 生生 ma 天 加 二 证明 点 列 (zs ，xzw，2s 1) 收 做 
至 mo， 点 列 (zw ，zw， za …) 称 为 点 到 {2D 的 子 列 . 
te) 证 明 {z) 有 一 子 列 收 化 至 xz6， 当 且 仅 当 (zw) 频繁 位 于 以 ze 为 中 心 
的 每 个 开 球 (#6，7) 中 。 
(d) 证 明 车 zsz， 并 且 fo 则 zy 
令 (z) 为 了 中 的 一 点 列 ， 并 令 4 为 卫 的 一 子 集 ， 证 明 (xw) 终归 位 于 用 
中 , 当 且 仅 当 (5,) 频 繁 位 于 4' 为 假 。 
令 下 为 实数 集合 ,并 忆 , 对 wf 页 ，5EX, 设 
Giz #) = i#—y|, 

求 下 列 习 的 每 一 子 集 的 闭 包 ， 
《9) A={1,2,3,.}, 
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(0 Dp- 生硬 3 二 5 下 


le) E={z:0<r<1}, 
(1) 下 一 人 :7 为 有 理 数 }， 
人 9) 自 二 3;w 为 无 青 数 }. 

22， 对 习题 21 中 从 万 到 局 的 每 一 集合 , 在 其 闭 包 中 选取 一 些 点 ,并 对 你 质 选 
取 的 每 一 点 z 找 出 该 集合 中 的 一 个 收 伍 至 z 的 点 列 ， 这 一 过 程 可 检验 
定理 2.6 的 结论 ， 

23，(g) 令 也 为 例 2.4 的 距离 空间 , 并 令 znEX 为 定义 作 z (1) = (对 所 有 
帮 吃 前 函数 ， 点 列 (z。) 收 伐 吗 ? 车 收 笋 , 它 的 极限 是 什么 ? 

24， 令 斑 为 实数 集合 , 并且 对 x 对， 关 卫 ， 设 

0， 当 z= 
d= 当 和 多 
描述 这 个 距离 空间 的 收敛 性 ， 也 就 是 说 ， 说 说 哪些 点 列 收 敏 到 财 些 点 , 
对 于 此 空间 里 的 一 集 台 双 的 闭 包 你 能 说 要 什么 ?1 、 
#25. 令 区 二 {0，1，2，…} 为 非 负 严 数 的 集合 , 并 定义 栈 数 如 下 对 
HER, gER, ZE, 
令 5 为 使 2 是 |z 一 y 的 一 个 因数 的 最 大 的 非 负 整数 , 则 


d(s. = dt, 2) =0. 


(ao) 求 : (Dd(0; 2%, (Datd, 19), (iD dCs, 99), 

(8) 证 明 函 数 & 为 基站 的 一 个 度量 . 

(ce)1 诈 明 点 列 (3，6，9，…，3%，*…") 不 收 化 

{g) 找 出 一 个 由 王 的 不 同 元 素 所 形成 的 点 列 , 使 得 它 收 敛 至 5. 

(e) 求 集合 {3，6，9，…} 的 闭 包 ，[ 提 示 ; 首先 证 明 若 为 任 一 正 整 
数 , 则 


2zn+1 二 1 
3 


也 是 一 正 整 数 ， 对 芷 一 ?6X 芳 外 点 列 《SFim，38omm，3Kai，…)， 间 
证 明 这 一 点 列 收 伍 至 到 ,了 


kn 


1 原 书 的 小 题 (c) 显 如 有 汝 ， 暂 去 掉 ， 因 而 原 (0)，(e)，《 用 小 题 ， 合 次 改 为 (0)， 
《9)，(#) 小 是 一 一 译 者 
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26. 复习 已 经 给 出 的 闭路 径 , 封 间 曲 线 , 封闭 表面 , 闭 回 盘 , 闭 球 , 闭 集合 的 定 
义 . 宏 们 有 哪些 相同 之 处 ? 有限 些 不 同 之 处 ? 


8-3 拓扑 空间 


在 第 8-2 节 中 , 我们 定义 并 讨论 了 开 集 合 , 闭 集合 , 闭 包 以 及 
距离 空间 中 的 收 伍 狂 等 概念 。 它们 都 是 用 度量 来 定义 的 ， 币 且 度 
最 的 性 质 (对 称 性 , 三 角 直 等 式 ,等 等 ) 也 用 来 导出 这 些 新 概念 的 某 
些 全 质 ， 由 这 些 概念 中 的 任何 一 个 都 可 以 得 出 距离 空间 的 一 种 扒 
广 ， 这 种 推广 可 如 下 得 到 : 首先 在 一 集合 工 中 公理 式 地 给 出 合适 
的 夯 念 (不 是 用 更 基础 的 概念 来 定义 它 )， 然 后 研究 由 这 些 公理 所 
赋予 集合 的 结构 ， 下 面 我 们 以 “ 开 和 集合” 人 为 基本 概念 并 以 它 宁 
定义 共 它 的 概念 。 

一 个 拓扑 空 词 就 是 一 个 集合 连同 一 个 六 的 于 集合 族 C, 它 
满足 下 列 条 件 : “ 

(01) XEB, HED. 

(02) 若 UE@ 且 LTEB, 则 UNVED, 

(03) 车 CB 则 UIA:;AEF}ED. 
集合 族 @ 的 元 素 称 为 此 拓 拓 空间 中 的 开 集合 ， 这 意思 是 说 ， 命 是 
人 为 开 集合 "等 价 于 命题 "ECr， 

由 此 , 在 任 一 拓 盾 空间 中 , 空 集合 与 集合 本 身 均 为 开 集合 : 
任 疙 二 开 集合 之 交 为 开 集 合 ; 任 一 组 开 集合 的 并 集 为 开 集 合 . 

在 给 出 一 些 拓 井 室 间 的 例子 之 前 ， 了 解 另 一 个 定义 会 是 方便 
的 ， 一 集合 4C 苞 称 为 闭 的 , 当 目 仅 当 由 为 开 的 ， 当 然 ， 在 一 拓 
扑 空间 中 由 所 有 的 开 集 合 组 成 的 族 仿 完 全 决定 着 所 有 的 闲 集合 所 
组 成 的 族 多 ， 事 实 上 ， 


G= {4: A'ED}. 
反 过 来 说 , 族 名 也 决定 着 久 , 因为 
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C= 14'4EC} 
很 容易 看 出 ， 上 面 我 们 在 族 巴 上 所 做 的 从 01 到 03 三 个 要 求 等 价 
于 在 族 各 上 的 三 人 如 下 条 件 ; 

(el) BEE, KEG, 

(62) 若 FE 有 GE, 则 FUGEEG. 

(03) 车 乌 儿 , 风 {4:AES}EYG. 

对 某 一 特定 集合 全 可 能 有 几 个 不 同 的 世 的 子 集合 的 族 久 ,下 
如 下 面 的 例子 所 指出 的 ， 它 们 都 满 是 条 件 cl 到 *3. 对 名 的 这 样 
一 种 选取 称 为 在 此 集合 中 定义 了 一 种 折 补 。 显 然 ， 中 的 丘 村 
可 以 由 指定 一 个 满足 c1 到 c3 三 条 件 的 下 的 子 集 的 族 各 来 定义 ， 
因为 这 时 族 亿 就 为 多 唯一 地 决定 了 ， 这 种 方法 也 用 于 下 面 的 一 些 
例子 里 , 

在 从 例 3. 1 到 例 3. 5 的 每 一 个 例子 里 , 乐 合 瑟 是 实数 集合 . 这 
些 白 扑 空间 之 不 同 是 由 于 选取 了 不 同 的 开 集 食 族 爷 ， 

例 3.1 字 = { 儿 ,和 ， 由 条 件 01, 这 是 在 并 中 定义 一 个 拓扑 
的 景 小 的 -- 族 ， 在 此 拓扑 空间 中 , 名 1 = {了 X， 痕 } 是 这 样 的 ， 它 使 得 
某 一 集合 为 开 的 , 当 且 仅 当 它 是 闭 的 . 

例 3.2 子 集 了 CR 称 为 有 限 的 ， 当 且 仅 当 刀 有 有 限 个 元 素 . 
例如 , 作为 有 限 , 因为 它 有 0 个 元 素 ， 集 合 {2, 3, 8} 为 有 限 , 因为 它 
有 3 个 元 素 。 集合 入 二 人 ,2,3,…} 不 是 有 限 的 . 令 

实 == 全 :FCX 且 了 为 有 限 集合 


并 且 令 

=U} 
则 多 2 满足 条 件 681 到 63, 并 且 因此 它 是 定义 于 开 中 的 某 一 拓扑 的 
所 有 闭 集 含 所 组 成 的 族 ， 在 这 一 拓扑 空间 中 ， 每 一 个 胆 限 集合 都 
是 闭 的 , 集合 开 是 闲 的 ,并且 没有 共 它 集合 是 闲 的 。 由 并 集合 所 组 
成 的 族 可 给 出 如下 ; 
- 


人 := (4:4= 久 或 出 为 的 有 限 子 集 }. 

例 3.3 让 我 们 称 集合 4 为 “可 数 的 "， 当 且 仅 当 存 在 4 到 正 
整数 集合 太一 {L， 2， 3,…) 内 的 一 个 一 对 一 变换 ， 每 个 有 限 棠 合 
是 可 数 的 , 然而 也 有 一 些 无 限 的 可 数 的 集合 ， 例 如 , 集合 {2, 4, 6, 
“与 集合 为 本 身 一 样 关 可 数 的 第 7-2 节 习 题 7 证 明了 由 所 有 
的 正 有 理 数 的 集合 是 可 数 的 ， 但 是 集合 各: 0<sz 近 壬 不 是 可 数 的 . 
今 

急 = {14:4CX 并 且 4 为 可 数 的 }. 
并 令 多 ,二 纺 U {x}， 则 名 ;为 定义 在 和 中 的 某 一 拓扑 的 所 有 闭 集 
全 的 族 ， 在 这 个 拓 扩 空间 里 ， 每 个 可 数 集合 为 闭 的 ; 集合 人 为 闭 
的 ; 并 县 没 有 其 他 的 集合 为 闭 的 。 开 集合 的 族 可 由 下 式 给 出 ; 
B= {4:4= 或 全 为 了 的 可 数 子 集 }. 

例 3.4 令 名 = {14:4CX} 族人 满足 条 件 01 到 03， 最 
然 , 它 是 于 卫 中 定义 拓 扩 的 最 大 一 族 . (由 信 4 所 定义 的 拓扑 称 为 
“离散 "拓扑 ，) 在 这 个 拓 扩 中 “集合 为 开 的 , 当 且 仅 当 它 为 闭 的 "再 
次 为 真 。 即 ; B4 一 笃 4， 前 而 我 们 已 经 见 过 这 个 拓扑 空间 ， 那 时 它 
是 一 个 虑 离 空间 ， 族 坊 , 是 由 所 有 的 开 集 合 一 一 它们 于 距离 空间 
也 中 为 开 的 一 一 所 组 成 的 , 其 中 点 区 与 点 4 之 癌 的 距离 给 定 为 : 

0， 当 z=y, 
a = a 
例 3.5 对 每 一 实数 xEX, 今 
Ls = gy} 
并 令 名 = {Ls:wEX}, 
则 集合 ”Cs= 史 U 1 蕊 ,对于 下 中 定义 一 个 拓扑 . 


卫生。 


#5, 


#6, 


习题 


， 证 明 例 3. 1 到 3.5 的 每 个 例子 是 抵 扑 空间 ， 在 例 3.5 中 所 有 的 闭 集合 


的 族 是 什么 T 

证 明 车 互 为 寿 一 下 离 空间 , 而 名 为 所 有 的 了 的 子 集 的 族 , 它们 在 这 距离 
空间 里 为 开 前 , 则 已 满足 条 件 01 到 03.。 因此 下 可 被 认为 是 一 个 拓 盾 空 
向 .由 此 ， 开 集合 的 这 两 种 概念 一 一 一 个 在 距离 空间 里 ， 另 一 个 在 拓扑 
空间 里 一 一 不 会 引起 枉 何 混 湛 . 


， 证 明 并 不 是 等 一 个 拓扑 空间 都 能 被 看 成 是 一 个 距离 空间 . (提示 ; 试 一 


下 例 3. 1 的 空间 , ) 


， 令 工 为 实数 集合 , 并 令 


=:0<7<1}. 
下 列 哪 些 族 在 互 中 定义 着 一 个 拓扑 ? 
(a) © = {4:TCACXYY {DD). 
(6) © ={4A:4=N} U {X}. 
(c) ©={A:1$4 ASTYU {, XY. 
令 也 为 定义 次 单位 区 间 
T={:0<te1} 
上 的 所 有 的 连续 函数 的 集合 , 并 令 刀 为 由 满足 下 列 条 件 的 记 有 的 工 的 子 
集 0 的 族 ， 着 zecD， 则 存在 一 正 实 数 *， 一 正 整数 ns， 以 及 n 个 数 61， 
zeT，…，aEF 使 得 
Uo{r: | — wt) | eisml, 2 和 1) 
证 明 互 连同 族 吕 为 一 括 扑 空间 . 
令 产 = 世 :0< 身 ,并 令 忆 为 由 定义 在 上 上 的 所 有 的 连续 范 数 的 集合 . 如 
同 习题 5 中 一 样 地 定义 马 的 子 集 的 族 包 .证明 允 连 同 这 族 如 为 一 拓扑 
空间 . 
在 我 们 对 距离 空间 之 间 的 连续 变换 的 定义 中 ， 距 离 这 个 概念 


充当 了 很 重要 的 角色 ， 因 为 这 一 定义 与 -邻近 等 等 相关 ， 当 然 ， 
-邻近 在 拓扑 空间 里 是 没有 塌 义 的 ， 但 是 定理 2.3 的 条 件 一 一 它 
是 距离 空间 之 间 的 变换 为 连续 的 一 个 充分 必要 条 件 一 一 在 一 般 的 
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情况 下 是 很 有 意义 的 ， 和 而 我 们 下 是 用 它 米 扩充 乾 们 对 连续 的 
定义 , 

令 与 了 均 为 拓扑 空间 , 变换 ;六 > 了 为 连续 的 , 当 且 仅 当 对 
健一 开 集 合 PCY, 集合 1(F) 在 外 中 为 开 的 ， 注 意 , 这 个 定义 考 
虐 的 是 壬 绪 , 而 不 是 "在 am 点 上 连续 "， 后 面 这 个 概念 可 以 扩展 到 
拓 着 空间 之 辣 的 变换 ， 但 我 们 不 去 扩展 它 ， 一 个 同 大 映射 乃 是 一 
个 连续 变换 ， 它 具有 一 个 连续 的 逆 变 换 . 

例 3.6 令 驻 与 了 等 个 都 是 例 3.5 中 的 拓扑 空间 。 定 义 两 个 
变换 f:X> 了 与 9:X> 了 各 下 : 


1 当 和 x 一 1， 当 2 二 0, 

一 1， 当 7*<0, 

fw)=| 9(w) =40， 当 5=0， 
和 当 5 0 1， 当 go 


因为 了 与 了 为 同一 个 拓扑 空间 ， 我 们 可 称 两 者 蕴 为 了 。 但 是 在 连 
续 性 的 定义 中 这 两 空间 是 作为 不 同 的 空间 对 待 的 ， 押 以 用 符号 来 
指出 , 我 们 所 考虑 的 是 哪个 空间 , 是 比较 方便 的 ， 我 们 将 证 明了 是 
连续 的 ,而 9 并 不 连续 首先 , 萎 虑 户 并 令 了 为 了 Y 中 任 一 开 和 集合 。 
分 为 儿 种 情况 讨论 如 下 : 

情况 1F= 务 ， 则 访 !( 站 = 多 , 它 在 全 申 是 开 的 . 

”情况 2,P= 了 , 则 产 '(F) 二 对 ， 它 在 卫 中 是 并 的 ， 

情况 3, 下 = 万 ,= { 了 :GE 一 欠 。 

(9) 车 y 气 一 1， 则 广 '(V)= 多， 它 在 革 中 是 开 的 . 

(3) 若 一 1<y<0, 则 廊 !(P) = 从:w<<0}, 它 在 芋 中 是 开 的 ， 

《0) 若 0<y, 则 下 1 攻 四 = 公 :x 过 站 , 它 在 工 中 是 开 的 . 

这 样 ,对 每 个 开 集合 VCY, 集合 广 !(T) 在 对 中 是 开 的 。 这 就 
证 明了 f:X> 了 是 连续 的 . 

现在 考虑 变换 9g， 令 = {9:y<<112}; 则 下 为 了 的 一 个 开 子 


+ 原文 误 为 ?二 0， 一 坪 者 注 
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集 。 和 但 是 广 !( 门 -= {zx:z 志 0}, 它 并 不 是 的 一 个 于 子 集合 . 因此 ， 
多 与 > 工 不 是 连续 的 。 

我 们 像 在 距离 空间 里 定义 闲 包 概念 党 全 一 样 在 拓 直 空间 里 定 
义 闭 包 的 概念 .一 集合 4C 瑟 的 闭 包 4 是 以 4 为 子 集 的 最 小 闭 
集合 ， 

由 条 件 "3， 很 容易 证 明 每 一 集合 4C 工 都 有 一 个 闭 包 ， 就 是 
说 , 存在 一 个 以 和 4 为 子 集 的 最 小 闭 集合 ， 又 : 对 任 一 集合 44 它 的 
闲 包 4 乃 是 闭 集合 , 而 县 事实 上 ,44 为 用 的 , 当 且 仅 当 4=4. 

在 前 面 的 内 容 里 , 我 们 已 经 凡 次 考虑 了 一 个 集合 的 边界 或 边 ， 
但 我 们 对 这 一 术语 并 没 帮 一 个 清晰 的 定义 。 现 在 我 们 可 以 定义 它 
了 ， 在 一 拓 扩 空间 中 , 一 集合 4 的 边民 乃 集合 41(4) 

这 样 , 当 且 仅 当 wzE4"1 且 xE(4) 时 ,点 zE 和 在 4 的 边界 上 . 
我 们 可 以 将 4 的 点 看 成 是 紧 紧 地 附着 在 4 上 而 的 点 ， 从 这 个 观 
点 来 说 ，4 的 边界 就 是 由 所 有 的 紧 紧 附 著 在 4 上 面 也 紧 紧 附着 在 
4 上面 的 点 组 成 的 。 这 似乎 是 对 边界 或 边 的 一 个 相当 令 人 满意 
的 解释 

广 意 , 一 集合 4 的 边界 是 依赖 于 空间 下 以 及 特定 的 集合 4, 有 
一 个 例子 可 以 说 明 这 一 点 ， 令 1 为 通常 的 三 维 空间 , 选 逆 一 特 
定点 zuEX1， 并 且 考 虑 球面 8= {x:19 (mw，?w) 二 1}， 这 个 球面 是 契 
离 空间 万 , 中 的 轩 集 , 而 且 (8 7 一 于、 由 此 ,93 的 边界 是 

nn(S =8N X=5, 

当 它 被 考虑 为 通常 的 三 维 空间 的 子 集 时 ， 球 面 就 是 它 本 身 的 
边界 . 

现在 , 令 为 球面 5, 当 我 们 使 用 通常 的 距离 符号 时 , 它 乃 是 
一 个 距离 空间 ， 肯 次 ， 汰 虑 卫 : 的 子 集 太 .集合 8 是 闭 的 ， 然 而 
人 = 多 ,因此 , 在 空间 Xs 中 , 的 边界 就 是 

SN(8)-=SN =8, 
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当 球面 被 考虑 为 其 本 身 的 子 集 时 ,球面 的 边界 就 是 空 集合 . 

在 前 面 的 内 容 中 , 当 我 们 提 到 某 一 表面 的 一 小 片区 域 时 , 我 们 
是 指 把 这 一 小 片区 域 看 成 这 个 表面 的 一 个 子 集 ， 当 我 们 讲 到 一 个 
立体 的 边界 时 ， 我 们 是 把 这 个 立体 考虑 为 通常 的 三 维 空间 的 一 个 
子 集 . 


习题 ( 续 ) 


7， 令 忌 与 了 都 是 例 3. 1 全 3.5 中 和 的 拓扑 害 间 之 一 ， 定 义 变换 i; 了 如 
下 : 对 每 一 zeEE，8z) 一 zz， 选取 哪些 瑟 与 了 就 可 使 变换 i 为 连续 的 ? 
叉 选取 哪些 就 可 使 得 1 为 同 胚 映射 ? 

8. 开 与 了 与 习题 7 中 的 相同 ， 定 叉 产 天 -> 了 为 于 (的 一 天。 对 交 与 下 的 哪 
些 选 取 使 得 了 为 连 续 的 ? 哪些 选取 使 利 了 为 司 且 映射 + 

?9，《g] 令 44 为 拓 相 空间 牙 的 一 合子 集 , 并 令 习 为 五 的 一 点 ， 证 本 zE4-, 当 
且 羽 当 包 含 = 的 每 一 个 开 集 合 至 少 包含 生 的 一 个 点 . 
《8) 谋 明 两 拓扑 空间 之 间 的 变换 f: 修一 了 为 连续 的 当 且 仅 当 对 每 一 闭 
集合 了 一 了 三) 为 三 的 一 全 闭 子 集 , 

10， 将 下 列 每 一 集合 依次 考虑 为 例 3. ] 至 3. 5 中 的 每 个 拓扑 空间 的 一 个 子 
和 个, 求 出 此 集合 的 闲 包 和 过 界 ， 
{®) A={0, 1), 
{8) B={7:0<r<1}, 
(6) C= {2:0<7E1l}, 
《四 站 = ftz:0<r<i)， 
{e) B={s:0<rAE}, 
(f) F={s:r<0Y, 
{9) G= {7:w0}. 
(hk) H= fz:z<0 cl} 
(I= 和 :7 和 0 或 xz 二 ， 
《让 T= {we0 EL}, 

11， 复习 前 顺 的 肉 容 中 曾 这 论 过 代 含 的 边界 的 地 方 ，( 请 帮 pp. 41，57， 
58. 69,，81) 

+ 749。 


12， 证 明 课文 时 所 说 的 下 列 命题 ， 若 寂 为 一 拓扑 空 闻 , 划 针 的 每 一 子 集 角 有 

闲 包 4- 为 采集 会 ;以 及 率 实 上 , 4 为 闲 的 ,当下 仅 当 A=A4-， 

13， 令 开 为 一 集合 ， 并 令 - 为 一 单元 运算 ， 使 得 对 性 一 4c 开 ，4- 也 是 下 的 

一 子 集 . 进一步 假设 ,对 四 的 任意 子 集 4 与 B， 

《a) 翁 - 于 箔 ， (0) A =A-, 
(8) A-=A, (8) A-UB-=(AUB-. 

庶 和 加 ={4:4 必 X47-<= 习 ， 证 明 名 满 是 条 件 cl 到 c3, 因此 可 以 

省 成 是 一 个 拓 所 空间， 在 这 个 空间 晶 的 闭 包 远 算是 什么 ? 

我 们 现在 把 注意 力 转 移 到 拓扑 室 闻 中 点 列 的 收敛 性 上 来 .在 
距离 空间 里 ， 我 们 用 沂 球 定义 点 列 的 收 伊 性 ， 怎 样 才能 把 之 个 概 
念 推 广 到 拭 站 空间 中 呢 ? 开 球 B(x;7) 可 以 站 成 为 建立 了 一 个 邻近 
性 的 标准 ， 它 包含 着 所 有 的 ?- 邻 近 于 zz 的 点 ， 我 们 已 经 知道 ， 包 
含 一 虑 «的 开 集 合 可 被 团 作 包含 所 有 “就 在 « 周 国 " 的 点 ， 由 此 ， 
我 们 可 以 把 包 含 # 的 每 个 开 集合 口 看 成 为 建立 “邻近 于 ”的 一 个 
标准 . 而 所 有 的 可 的 点 就 可 以 称 汐 V- 令 近 于 台所 有 的 UT 的 点 可 
以 称 之 为 不 是 0U- 邻 近 于 4%、 在 距离 空间 里 的 (ww) 收 证 至 % 的 思想 
现在 可 锐 述 如 下 ; 点 列 (z,) 收 敛 至 x， 当 县 促 当 给 害 任 一 开 球 
B=B(z; e)( 邻 近 于 x 的 一 个 标准 )， 点 列 (zs) 终 归 位 于 互 中 (依据 
给 定 的 邻近 的 标准 , 终归 邻近 至 2)， 这 些 思 想 可 直接 推广 到 拓扑 
空间 而 引出 下 列 的 定义 ， 

于 拓 才 空间 系 中 ， 一 点 列 (Cw ) 收 名 至 点 ZEX， 当 且 仅 当 此 点 
列 终 归 位 于 包含 的 每 一 开 集 中 ， “ 

例 3. 区 续 ) 在 例 3.1 的 空间 中 , 令 (5,) 为 任 一 点 列 , 并 令 
多 为 性 一 点 。 包含 zx 的 仅 有 的 开 集 含 是 天 本 身 , 并且 (zw) 当 然 终归 
位 于 习 中 ， 由 此 , 点 列 (zu) 收 合 革 rz， 就 是 说 , 在 这 个 折 扑 空间 里 ， 
任 一 点 列 均 收 合 至 的 所 有 的 点 ， 特 别 的 是 ， 打 捉 空 间 里 点 列 的 
极限 可 以 不 是 唯一 的 . 

我 们 已 经 知道 在 距离 空间 中 , 某 一 点 2 在 集合 4 的 亲人 中 ， 
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当 且 仅 当 在 4 中 存在 收 合 至 的 to) 
一 个 点 列 ， 拓 扑 空 间 里 却 投 有 这 | A 
等 快活 事 . (参看 习题 16) 这 个 命 
题 在 某 些 ( 非 距离 空间 ) 拓扑 空 ni Att 
间 中 为 真 ， 并 县 对 某 些 关于 点 列 图 3.1 
的 概念 的 推广 ， 它 们 的 类 似 命题 在 任 一 拓扑 空间 中 为 真 ， 但 是 这 
里 我 们 不 对 它们 作 进 一 步 的 讨论 ， 前 面 习题 ge 给 出 了 对 集合 的 
闲 包 的 一 种 刻 划 ， 它 包括 一 些 我 们 已 经 用 来 作为 收敛 性 的 基础 的 
概念 . 
例 37 令 了 为 前 面 习题 6 中 的 拓扑 空 间 ， 令 和 ‰SEX 为 其 图 
如 图 3. 工 所 示 的 国 数 ; 并 令 wm 为 定义 如 下 的 函数 : 
ro( 有 =0 (0&0). 

我 们 来 证 明 (xs) 收 化 至 x5， 这 实 上 ， 若 如 为 包含 zo 的 任 一 开 集 
合 , 则 存在 一 个 正 数 s, 一 个 正 整 数 m， 以 及 zw 个 非 负 数 有 , #2,…， 
im， 使 得 

UD{a: 3) 一 加 CD < (i=1, 2,%, m)}. 
让 我 们 设 

ro—max{t £0,°*, tin}, 
则 显然 , 荐 >>no, 它 可 导出 
Talt) =0 (C=1,2,°, mm)- 

因此 

| aa 一 ao 人 | =0<e ($=1,2,., mm), 
因而 对 所 有 的 2 二 ty, zwED。， 就 是 说 , 焉 列 (za 终归 位 于 包含 mm 的 
每 一 开 集 合 中 ， 结 果 , x%>zo， 


习题 ( 续 ) 


14， 在 例 3.3 到 3,5 中 的 拓扑 空间 里 , 哪些 点 列 收效 到 忆 些 点 上 1 
"31. 


20. 


#21, 


在 习题 4 中 的 拓扑 空 间 里 , 哪些 点 列 收 全 到 哪些 点 .上 ? 


， 举 一 例 , 使 得 一 拓扑 空间 处 与 一 子 集 4G- 工 有 下 述 情 况 ; 存在 一 点 xzE4- 


而 在 4 中 六 无 枉 何 点 列 披 钱 至 如 《提示 : 试 试 例 3.3 中 的 空间 ,) 


: 证 明 在 例 3.7 中 国 数 2 乃 是 点 列 (x,) 所 了 收敛 到 的 唯一 的 函数 . 
， 今 下 为 习题 6 中 的 折 外 空间 ， 在 总 中 , 定义 点 列 (zm 如 下 : 


(一 2 


此 点 列 收 化 到 ? 若 收 将 它 收 人 证 到 什么 销 数 ? 


(4) 令 王 为 习题 5 中 的 丘 疏 空间 , 并 令 五 为 实数 距离 空间 , 共 庶 县 为 : 对 


任意 实数 7,，7，， 
dir ra}=]r.—r;|. 
对 xEX S14ET= Df); 
wv ER. 

由 此 , 若 (z。) 为 人 中 的 点 列 ， 且 tET， 则 (2z6( 和 )) 为 是 中 的 一 个 数列 .证 
胃 (4) 于 扫 丰 空间 并 中 收 化 至 wo， 当 且 仅 当 对 每 一 插 T，(z,t{ 引 )) 于 距 
腐 空 间 卫 中 收 化 至 mm( 旨 .这 种 国 数 的 收 禾 性 称 为 “ 逐 点 收效 ”. 
《8) 若 下 用 习题 6 中 的 拓 捉 空间 来 代替 , 侧 了 用 天 = 好 :适时 来 代 幸 ， 
证 盟 (%y 中 的 结论 保持 正确 . 
把 第 8-2 节 习 题 19 的 结果 推广 到 拓扑 空间 工 而 得到 下 列 结果 : 
Ka] 车 pEX 且 ga 一 2， 一 1，3，…， 则 () 收 化 至 2， 
人 十 ) 车 za 下 6 且 丽 二 和 和 全， 则 人 za ao ) 收 敏 至 z 
5e) 找 出 拓 稚 室 间 中 的 一 个 点 知 的 仙子 ,使 得 ws 一 5 且 wo 一 y 但 zs 六 # 
《这 就 证 明 第 8-2 节 习 题 98 的 结果 不 能 推广 到 拓 玉 空间 .第 8-2 节 习 
题 19c 在 下 面 习 瞻 22 中 著 虑 .) 
令 荆 为 一 平面 , 它 所 有 的 点 都 用 直角 坐标 标记 的 , 即 

于 二 {(W4，Xs) :与 1 各 为 实数 }. 
对 每 一 点 二 (pl，Ps) 和， 设 

如 (zz :mi> nD Hs Ps}. 
令 马 为 由 所 有 的 形 如 G; 的 集合 前 并 集 所 组 成 的 族 ， 就 是 说 , VEG, 当 且 
仅 当 存在 一 子 集 卫 王 工 , 使 得 

U=U{0,:pEPY 

{9) 证 明王 连同 族 仿 为 一 反扑 裤 局 . 
8) 令 gr= (IT 此 点 列 收 效 蚂 ? , 著 收 人 敏 ， 它 收敛 至 何 处 ? 
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(e) 求 集合 4= {m1，wr，ws，…"} 的 闭 包 [ (5) 的 符号 ]。 

*22. 令 久 为 平面 的 一 子 集 , 它 由 原点 运 同 所 有 的 级 标 为 下 整数 的 点 所 组 成 的 
集合 : 

a0, 0 UTC :m=1, 2, -+ R=1, 2, ey. 
然而 , 开 里 的 拓扑 (定义 于 下 面 ) 并 不 是 通常 的 拓扑 、 对 每 一 正 整数 mw 
集合 
Cm={(me, WR=1l, 2 0} 

称 为 在 中 于 mo 上 的 列 、 旦 中 的 开 集 合 定义 如 下 : 
于 的 任 一 不 含 原点 的 于 集结 为 开 的 . 
互 的 子 集 7， 它 包含 原点 ， 为 开 的 ， 当 且 仅 当 存 在 一 正 整数 z， 使 得 若 
巡 ， 出 匠 包 含 所 有 于 各 上 的 列 Cw， 除 了 Cu 中 的 有 限 个 点 以 外 
{q) 设立 的 开 集 合 定义 如 上 , 试 证 明 它 是 一 拓 扩 室 间 ， 
(8) 求 了 中 一 虑 列 (2,)， 使 得 (2 频繁 位 于 每 个 多 含 原 点 的 开 和 集合 ， 但 
不 存在 一 (zw) 的 子 济 收 笋 至 原点, 《这 证 明了 第 8-2 书 习题 19e 的 结 
果 不 能 推广 到 拓扑 空间 , 》 


8-4 ”连通 集 
我 们 曾经 定义 一 个 地 图 的 面 (facea) 为 一 些 分 离 的 小 片 一 一 
由 一 央 面 上 的 网 络 所 分 割 而 成 的 ， 但 这 种 一 小 片 是 什么 ? 显然 ， 
它 不 网 于 一 个 子 集 ， 因 为 这 种 我 们 看 作 是 面 的 两 个 小 片 可 以 形成 
这 个 表面 的 单个 子 集 ， 但 并 不 是 地 图 的 单个 的 面 . 我 们 曾 几 次 使 
用 片 语 “连通 的 小 片 *， 但 却 不 曾 对 “连通 的 ?一 词 下 个 定义 .在 讨 
论 约 当 曲 线 定 理 时 , 我 们 证 明了 基 些 点 对 能 用 多 边 形 路 径 来 过 接 . 
这 些 想 法 可 以 用 来 定义 三 维 空 间 里 的 连通 集合 ， 但 对 任意 的 拓扑 
空间 , 则 需要 另 一 种 不 同 的 方法 . 看 来 首先 定义 “分 离 的 "似乎 较为 
便利 ， 然后 再 用 这 个 概念 来 定义 “连通 的 "直观 地 说 ， 我 们 愿意 
称 两 集合 王 与 @ 为 分 离 的 ， 如 果 它 们 “彼此 翔 不 相干 "” 确切 的 表 
达 式 (已 发 现 它 是 富有 成 果 的 ) 如 下 ; 折 朴 空间 下 的 子 集 王 与 怠 为 

分 离 的 ， 妆 且 仅 妆 
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P42+#0 且 P-nG@= 和 =PnG-. 

即 :两 者 少 不 为 空 集合 ， 并 是 每 一 集合 与 另 一 集合 的 闲 包 不 相交 . 

例如 , 考虑 一 个 - 轴 ( 作 为 三 维 空间 的 一 子 集 )， 设 
P=1{5:%<0), = i: 避 >0}) 访 二 代 ' 充 这 信 ， 

则 了 与 9 为 分 离 的 ， 但 了 与 8 并 非 分 离 的 . 

一 子 集 4CX 为 连通 和 的， 当 且 仅 当 4 不 是 分 离 的 两 个 集合 的 
并 集 ， 在 我 们 刚才 讨论 的 入 -办 中 ， 集 合 妇 :z 二 全 不 是 连通 的 ， 因 
为 它 是 分 离 的 两 个 集合 与 8 的 并 集 ， 

在 任 一 折 扑 具 间 里 ， 一 个 单元 集 ( 恰 仅 包含 一 个 元 琵 的 集合 ) 
是 连通 的 ， 因 为 : 若 

{一 PUQ 并 且 P 大 0Q 关 风 ， 
则 P= {9} 9, 
因此 P-NQ#% 
由 此 , {a} 不 是 分 离 的 两 集合 的 并 集 . 

例 和 41 在 例 3.1 的 拓 补 空间 XY 中 , 每 一 子 集 4 都 是 连通 的 . 

因为 :车 
A=PU9Q 且 P# 色 未 昌 
则 -一 X(X 为 包含 P 的 仅 有 的 闭 集合 ), 因而 
P-Ne+r%. 
由 此 , 4 不 是 离散 的 两 集合 的 并 集 - 

当然 ， 一 集合 4 是 否 为 韦 通 的 依 所 考虑 的 拓扑 空间 而 定 ， 同 
样 的 一 个 集合 可 能 为 某 一 空间 的 连通 子 集 ， 而 当 它 被 考虑 为 另 一 
空间 的 子 集 时 则 不 连通 . 

著 一 集 各 4 是 过 通 的 ， 而 且 若 我 们 把 “非常 接近 ?4 的 点 附加 
到 4 上 ， 则 这 个 扩大 了 的 集合 也 是 过 通 的 ， 这 一 命题 看 来 似乎 是 
正确 的 , 下 面 的 定理 使 得 这 一 概念 精确 化 . 

定理 4.1 车 4 为 拓扑 空间 X 中 的 一 连通 集合 ， 则 4- 为 连 
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通 的 . 
证 明 : 用 反 证 法 证 明 . 假设 47 不 是 连通 的 , 则 和 二 PU9, 共 
中 三 与 如 为 分 离 的 两 集合 ， 车 4 已 与 4f 8 医 为 非 空 集 , 则 
A= (AN PU (AN@). 
将 殷 表 示 为 分 离 的 两 集合 的 并 集 ， 这 与 我 们 的 假设 讶 盾 ， 由 此， 
其 中 至 少 有 一 集合 为 空 集合 , 且 设 4 们 2 一 向 。 则 因为 4CPUe 
所 以 ACQ， 这 蕊 酒 了 4- 忆 0-， 但 这 样 就 有 
PCPUYQ=A-CQ. 
因此 ,了 =PNQ-， 这 与 我 们 所 假设 的 了 与 名 为 分 离 的 两 集合 一 一 
Png= 务 相 矛 盾 ， 禄 
过 通 性 乃 是 ( 集 含 的) 一 种 拓扑 性 质 ， 事 实 上 , 下 述 定理 证 明 ， 
车 一 集合 为 连通 的 ， 它 甚至 可 以 在 一 个 比 同 旺 映射 更 一 般 的 变换 
类 的 作用 下 仍然 保持 其 连通 性 . 
定理 4.2 令 芯 与 了 丝 为 拓扑 空间 ; 令 4 为 并 中 一 过 通 子 集 ， 
并 令 产 工 > 了 为 连续 变换 ， 则 了 (4) 为 了 中 的 一 连通 子 扩 ， 
证 明 : 用 反 证 划 证 明 , 车 丸 姑 不 是 连通 的 , 则 有 玉 4) =PU@， 
其 中 五 与 吕 豆 为 分 离 的 ， 设 
五 = 廊 :站 4 BQ =f" (0 Nd; 
则 我 们 可 得 
忆 和 于 台大 Qi 并 且 4=PUQ- 
因为 了 为 连续 的 ， 产 !(P ) 为 了 中 的 一 闭 和 集合 (第 8-3 节 习 题 95)， 
它 以 Pi 为 一 子 集 。 由 此 , PFC 它 广 !(P-) 而 且 
PiNQ CF (PH NF) 
= (PN =7(8)= 8- 
同样 , Pin@r= 多， 因此 书 与 @@ 互 为 分 离 的 ， 关 与 假设 4 为 连通 
的 相 了 矛盾 ， 祥 
实数 集 舍 五 的 度量 为 : 对 如 的 任 二 已 工 与 3 


二 了 5 


dz, 所 一 | 一 引 |， 
所 构成 的 距离 空间 乃 是 一 个 非常 重要 的 空间 我 们 曾经 常 地 用 这 
个 空间 来 作 例子 ， 而 且 ， 许 多 拓扑 里 的 概念 也 都 是 从 实数 的 某 
些 性 质 的 推广 中 产生 的 .在 本 书 以 后 部 分 中 ， 我 们 将 用 五 来 表示 
这 个 距离 空间 而 且 讨论 它 的 一 些 性 质 ， 在 距离 空间 吾 中 ， 集 合 忆 
是 连通 的 。 这 一 素 实 有 了 时候 作为 公理 之 一 用 来 定义 实数 ， 有 了 时候 
是 由 作为 公理 的 其 它 结论 来 证 尖 它 。 这 里 我 们 假定 这 个 结果 成 
立 , 并 且 找 出 其 它 连 通 的 五 的 子 集 . 
号 的 一 子 集 称 为 一 “区 间 ”, 当 且 仅 当 对 某 些 点 aER,，BER, 它 
为 下 列 和 集合 之 一 : 
{2:o<z<b}, {ri:acoreb}, {a:r<b}, 
:08}， {ew b}, 
{rig<r 人 Eb}, {rgRr}, BR, 
区 间 的 一 些 例子 如 劝 , {对 ，{7:0<&z<1}, 很 容易 看 出 一 集合 
4CCB 为 一 区 闻 , 当 且 仅 当 它 包含 着 它 的 任意 两 元 素 之 间 的 所 有 的 
点 .就 是 说 , 当 且 仅 当 下 列 的 推论 式 为 真 ， 车 
ZE4 且 3E4 以 及 zx<s< 到 扩 


则 
ZE4. 
在 证 中 以 下 定理 时 , 我 们 将 用 到 区 间 的 这 种 特性 . 
定理 4.3 一 子 集 4 忆 有 为 连通 的 当 且 仅 当 它 为 一 个 区 间 . 
证 明 : 假设 4CR, 并 且 4 不 是 一 个 区 间 , 则 存在 三 个 实数 
gc<b, 使 得 


aEA, BEA, ed 
设 P={r:wEeA HH ze}, 0= {x:rEA Hr>e}. 
刚 P 半 人 二 昌 ， 


并 且 PNgctr:rso NO= 8. 
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同样 ,Pfl8- 一 范 ， 固 此, 叫 与 妨 互 为 分 离 的 ， 由 此 可 得 4 不 是 过 
通 的 . 
剩 下 要 证 明 每 一 个 区 间 都 是 连通 的 ， 首 先 , 我 们 来 考 碟 
了 = {z5 一 1<2<]} 
对 4#ER, 设 
ME 


则 天 妨 -> 了 为 从 及 到 了 上 的 一 个 变换 。 下面 我 们 证 明了 为 连续 的 。 
由 于 假设 刀 为 连通 的 , 定理 4 2 证 明了 为 连通 的 . 
关于 于 的 连续 性 证 明和 如 下 : 车 与 9 同 号, 则 


dy+tDr—(lrl+Dy 
If 一 feed 


oy 
| rs |! 


荐 x 与 # 为 异 号 , 则 
二 | 也 
Lmtd 
dal yl 一 
= + tr lt+iyl= iz~—yi 
从 而 , 子 的 连续 性 得 证 ， 
由 定理 4.1, 三 = 好: 一 1<xs1) 为 连通 的 。 定 理 4 3 剩余 部 
分 的 证 明 留 作 练习 (习题 和 ， 鼠 


习题 

， 证 明 宣 集合 为 连通 的 

2，(m) 证 盟 在 饮 3.4 的 空间 中 ,任何 包含 两 点 以 上 的 集合 皆 不 这 通 ， 
他) 令 了 为 例 3.4 中 的 空间 ,并 令 六 为 任 一 拓 站 空间, 证明 站 为 连通 的 ， 
当 卫 仅 当 每 一 连续 变换 及 一 了 必 是 当量 变换 . 

3， 在 例 3.5 中 的 空间 里 , 哪些 集合 是 连通 的 ? 
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和 {a) 证 明 若 和 4 与 互 为 拓扑 空调 天 的 两 连通 子 业 , 并 且 41 几 B 三 多, 则 AU 
殖 为 连通 的 
9) 证 明 车 4 为 连通 的 , 并且 4 二 Bc4-, 则 亡 为 过 通 的 。 
5， 下 列 步骤 完成 了 定理 4.3 的 证 明 ， 
ta) 假设 qeR，BER， 而 上 ga<b， 对 
mEI= [zi0<z 必 1 
定义 
f(D [dort D+] 


证 明了 为 从 了 到 他:a<z< 夺 上 的 一 连续 变换 ， 因 此 , 内定 更 4.2, 后 者 
那个 集合 是 连通 的 . 
(5) 对 每 个 a& 瑟 , 定 义 从 五 到 工 ,~ 徐 :%<<0} 上 的 一 连续 变换 fo- 由 此 市 
证 明 Ls 是 连通 的 ， 
(ce) 考 目 所 剩 下 的 区 间 类 型 ， 完 成 定理 4.3 的 证 明 。 提 示 : 刑 用 习题 
4 于 其中 某 些 情 况 , ) 

6， 令 天 玉 一 下 为 一 连续 变换 , 并 令 a，5 和 7 为 三 个 实数 使 得 

fla <7<f CE 

证 明 存 在 一 co6 本 使 得 ao<<e< 瑟 并 入 Co) 一 7， 障 关 地 说 : 了 遍历 了 它 的 
任意 两 倍 值 之 间 的 所 有 的 值 . 

7、，{g) 令 4 与 8 为 拓 站 空间 专 中 的 两 个 非 空 开 集 合 , 使 得 其 中 任 一 个 不 站 
另 一 个 的 子 集 证 明 4 一 吕 与 一 息 为 分 离 的 . 
(5) 把 Ce) 中 的 “ 开 " 换 以 “出 "证明 同样 的 结果 ， 

8 在 第 8-3 节 当 是 21 中 的 拓 补 窗 间 中 ,下 列 哪些 集合 是 过 通 的 ? 
(9) A={(z, za) :mtsl}, 
(6) B={(%, Z2) :2<71+o}, 
{e) C=AUB, 
(dd) D=AU{, ro):(m d+ (sd) 1}, 
te) B=AU {ms #2) (2 一 和 3 十 (十 和 2 下 

9. 九 习 前 面 识 文中 那些 我 们 要 求 一 个 集合 为 “ 爹 在 一 小 片 中 ”的 部 分 ，( 参 
看 了 p56,，57。65,，67，80) 
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8-5 紧 臻 集 

拓扑 空间 区 的 子 集合 族 实 = 4:PE) 称 为 集合 4C 王 的 一 
个 复 盖 , 当 且 妈 当 

一 ACU {p:FEP)}. 

一 个 复 盖 称 作 开 复 芋 ， 当 且 仅 当 此 谈 中 的 每 一 集合 党 为 开 的 ， 复 
董 实 的 一 个 子 复 盖 是 族 实 的 一 个 子 族 ， 它 也 是 ( 基 个 集合 4 的 》 
一 个 复 盖 . 例如 ,车 4 为 一 距离 空间 下 的 一 个 子 集 , 系 中 的 所 有 开 
球 的 族 组 为 4 的 一 并 复 盖 ; 它 的 中 心 在 4 内 半径 为 1 的 所 有 开 球 
的 族 乃 是 名 的 一 个 子 复 盖 . 

”我 们 把 这 些 术语 用 来 定义 紧 致 性 、 拓 扑 空间 义 中 的 一 集合 4 
为 “ 紧 致 ", 当 且 仅 当 4 的 每 一 开 复 盖 都 具有 一 个 有 限 的 子 复 盖 , 显 
然 , 在 任 一 拓扑 空间 中 , 任 一 有 限 业 合 

A= 人 go 0} 
必 为 紧 致 ， 因 为 : 车 多 = 好 :FE 为 4 的 一 开 复 盖 ,并且 工 < 
世 %% 我 们 可 以 选取 一 元 素 UE%V, 使 得 6;EU,;, 则 如 U2, ,DD 所 
组 成 的 族 为 呢 的 一 个 有 限 子 复 盖 , 
瑟 离 空间 部 不 是 紧 致 , 因为 如 果 我 们 设 


1 5 
天 一 人 :<r<nt+ 人 


则 
WW= {R= 1, 0, 1, "0} 
为 有 的 一 开 复 盖 ， 而 它 没有 任何 有 限 子 复 盖 ， 在 考虑 其 它 例子 之 
前 , 我 们 将 讨论 紧 致 性 的 某 些 结论 ， 
集合 族 多 称 为 具有 “有 限 交 性 质 ”, 当 且 仅 当 灾 的 每 一 有 限 
子 族 皆 具有 非 空 的 交集 .定理 5. 1 使 用 有 限 交 性 质 刻 划 了 紧 致 空 
间 . 
”定理 5.1 一 拓扑 空 间 政 为 紧 致 的 当 且 仅 当 在 天 为 具有 有 
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限 交 性 质 的 一 族 闭 集合 时 , 则 多 中 所 有 的 集合 的 交 和 { 王 :FE 家 } 
不 是 空 集合 . 
证 明 ; 假设 X 不 是 紧 致 的, 则 存在 一 组 五 的 开 复 盖 人 W; 它 没 

有 有 限 子 复 盖 . 设 字 … {本 ;FEUW}; 字 为 一 族 半 集合. 潜 各， 
了 ,下 为 天 的 任 一 有 限 子 族 , 则 集合 族 

Wi = {Fh Fh Fr} 
为 义 的 一 有 限 子 族 .， 因 为 贷 | 不 是 节 的 一 个 复 盖 , 所 以 存在 一 点 
2EX, 使 得 

了 (Gi=1, 2, 00, 1), 

显然 ， 

EF NF fp,, 
因而 实 具 有 有 限 交 性 质 ， 因 海 民 为 的 一 个 复 商 ， 歼 每 一 点 
ZE 中 必 包 含 于 某 一 UE 名 内 , 因而 结果 是 x8UIEF， 由 此 , 开 的 性 
一 点 皆 不 同时 包含 于 所 有 的 集合 FE 实 . 

N:PFEF}= $. 

现在 假设 五 为 紧 致 的 , 并 令 实 为 一 族 闭 代 合 , 使 得 
NN {FP:FEF}= $, 
风 
WU= WER} 
为 的 一 个 开 复 阔 , 并 且 因 为 了 是 紧 致 的 , 改 在 在 一 个 有 限 子 复 盖 
TmZ Uw}, 设 
Fi=U! (f=1, 2,1, 1%)s 


出 


( Nn 四 = [FD= U CD = 工 


由 此 , 自 柬 = 另 ， 因 此 殉 没有 有 限 交 性 质 ， 记 
+ 
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定理 5 1 的 命题 通常 用 来 证 明基 些 有 关 存 在 性 的 定理 ， 假 设 
工 是 紧 致 的 ， 而 我 们 想 证 明 ， 存 在 某 一 点 xc 区 汶 足 给 定 的 无 限 多 
个 条 件 。 就 是 说 ， 我 们 想 证 明 ,， 关 些 条 件 是 一 致 的 (不 相 矛 盾 的 )- 
和 如果 对 这 些 条 件 的 每 一 个 ， 由 满足 这 个 条 人 的 点 所 组 成 的 集合 为 
闭 的 , 并 且 如 果 这 此 条 件 中 的 任何 一 组 有 限 个 条 件 皆 为 一 至 的 , 则 
定理 5. 工 断言 了 存在 一 点 , 它 满足 所 有 的 这 些 条 件 、 

在 一 距离 空间 的 一 紧 至 子 集中 , 正如 下 面 定理 所 指出 的 , 点 列 
的 收敛 性 有 些 很 好 的 结果 . 

定理 5.2 车 4 为 距离 空间 X 中 的 一 紧 臻 子 集 ,而 且 (x0 为 4 
中 的 一 点 列 , 则 (zs) 的 某 个 子 列 收 诈 至 4 中 的 基 一 点 . 

证 明 ， 由 第 8-2 节 习 题 19e 可 知 ， 我 们 只 需 证 明 存 在 一 点 
zoE4, 使 得 (zw) 为 频繁 位 于 包含 z 的 每 一 并 集合 之 中 ， 此 用 反 证 
法 米 证 明 ， 假设 不 存在 这 种 点 zo; 则 对 每 一 点 seh 存在 一 包含 9 
的 开 集 合 D0, 使 得 VU。 仅 包含 点 列 (zu) 中 的 有 限 个 点 ， 集 合 族 

WW= {U,:rEA} 
为 紧 至 集合 4 的 一 个 开 复 盖 ， 因 此 存在 一 有 限 子 复 盖 , 称 作 {0 
U4，…, Uw. 因为 在 这 个 有 限 子 复 盖 中 的 每 一 集合 皆 只 包含 点 列 
(zw) 中 的 有 限 个 项 , 所 以 点 列 (zw) 仅 有 有 限 个 项 在 并 集 
UPU…Upn 
之 中 。 但 这 是 党 雇 的 .因为 (zy) 在 4 中， 而 4 是 这 个 并 集 的 
子 集 ， 和 所 

定理 5. 2 给 出 了 “ 紧 至 "这 -- 术 后 的 直观 意 灾 ， 这 个 术语 应 该 
理解 为 : 集合 的 所 有 的 点 以 某 种 方式 “紧密 地 挤 在 一 起 ”定理 5.2 
还 断 音 , 每 一 点 列 辟 有 一 收 敏 的 子 列 ; 就 是 说 ， 某 一 子 列 的 所 有 的 
项 “接近 " 于 茶 一 点 ， 因 而 结果 是 各 个 项 做 此 非常 接近 .定理 5.2 
的 叙述 乃 一 种 东 涵 关系 ， 而 不 是 一 和 等 价 美 系 ， 若 4 为 一 距离 空 
闻 的 一 子 集 , 使 得 4 中 的 每 一 点 列 铬 有 一 子 列 收 化 至 4 中 一 点 , 别 

"eI 


4 为 紧 致 的 ， 这 一 命题 为 真 [证 明 请 秦 厦 Hall, Dick Wick， 
Speneer 的 书 *Elementary Topology》 定理 4. 16, P, 109]. 

紧 致 性 的 概念 是 一 个 拓扑 性质， 事实 于, 正 与 违 通 福 一 样 , 其 
鞋 在 比 同 是 刁 射 更 为 一 般 的 密 接 的 作用 下 , 紧 弦 性 仍然 奏 在 . 

定理 5.3 令 久 与 了 为 两 拓扑 空间 令 嫉 和 > 了 为 一 连续 变 
换 , 并 令 44 为 也 中 的 一 紧 致 子 集 ; 则 了 有 (4) 为 了 的 一 紧 致 子 集 . 

证 明 : 如 果 光 一 {F:TEY 为 蕊 4 的 任 一 开 复 盖 , 则 

WH= :VEY 
为 4 的 一 开 复 盖 ， 因 为 4 是 紧 致 的 , 故 存 在 实 的 一 个 有 限 复 盖 
TFT 一 1 2 9 
由 此 可 推出 
《1 2 12} 
复 盖 荐 了 (4), 而 它 是 的 一 个 子 复 盖 ， 久 

我 们 已 经 知道 距离 空间 及 不 是 紫 致 的 。 然 而， 存在 一 些 直 要 
的 五 的 时 致 子 集 . 

定理 5.4 在 空间 中, 集合 

I={r:0<me1} 
是 紧 致 的 - 

证 明 : 令 名 = 位:UE 人 UM} 为 了 的 一 个 开 复 盖 ; 我 们 将 证 明 沁 
具有 ~ 有 限 子 复 盖 ， 我 们 的 想法 是 : 从 0 开始， 看 看 用 令 中 的 有 
限 个 举人 台 可 以 向 工 前 进 多 远 ， 如 果 我 们 能 到 达 1， 那么 我 们 的 目 
的 就 述 到 了 。 对 每 一 5E1, 设 

下 一 {5:0 坟 vw 之 寻 ， 
并 且 定 义 
B= 人 :5 而 且 尺 中 的 某 些 有 限 个 集合 的 复 盖 [5}， 
显然 , 90EB; 投 有 任 一 负数 在 呈 宁 (因为 负数 皆 不 在 工 中 ) 而 且 , 昔 
cB 0<59<o， 则 8EB， 由 此 吾 是 一 个 区 间 。 令 实数 了 为 召 的 
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左 端 点 ( 必 存 在 一 个 右边 的 端点 ,因为 BC7); 我 们 要 证 明 "二 1 若 
不然 , 令 Do 为 光 的 一 元 索 ,使 得 ?EUo, (图 5. 在 Vo 中 选取 两 点 
与 ¢ 使 得 5<7<s。 则 8EB, 因此 存在 和 的 一 个 有 限 的 子 族 , 

{U1 Us DB 人 
它 复 盖 天 ， 但 是 因而 有 

{D1, Ua, oo, Ua Uo} 
复 盖 I, 这 与 7 为 B 的 右边 端 图 5.1 
虚 的 定义 家 齐 盾 ， 由 此 , ?==1， 

至 此 , 我 们 已 经 证 明了 B 为 以 0 与 1 为 六 点 的 一 个 区 间 , 并 二 

0EB。 这 样 剩 下 两 种 可 能 性 ; 或 则 尽 

Bi {x:0<wl}y 或 则 是 Bi= 各 :0 所 wz 
如 同上 面 所 述 ,可 看 出 8 不 可 能 为 Ba。， 因 为 ， 如 果 对 不 论 怎 样 的 
5EBs, 代 对 I, 有 着 有 限 的 子 复 盖 , 则 再 附 上 多 的 另 一 个 集合 我 们 
即 可 得 济 了 本 身 的 一 个 有 限 复 盖 ， 由 此 可 得 了 B=， 因此 定理 得 
证 . 字 

召 的 紧 致 子 集 在 习题 5 中 进一步 讨论 . 

令 对 与 了 为 距离 空间 , 并 且 四 为 紧 臻 的， 在 这 种 情况 下 , 一 个 
连续 变换 产生 > 工 通 常 满足 多 少 比 连 续 性 更 强 的 条 件 ,， 回忆 一 
下 , 了 为 连续 的 ， 当 且 仅 当 对 每 一 ?>0 以 及 短 一 加 E 了 存在 一 
5-0， 使 得 车 为 6- 邻 近 于 zo， 则 了 (zw) 为 e- 邻 近 于 了 (wo). 我 
们 已 经 知道 (第 7 登 中 的 例 3.5), 在 一 般 人 情况 下 ，6 可 能 依 m 与 = 
而 定 。 如 杂 革 为 紧 致 的 ,6 可 以 被 选取 为 具 依 2 而 定 ， 丽 这 个 6 的 
同一 个 值 将 多 足 所 有 的 点 zoEX， 我 们 将 在 

KE=I= {oi:0<7r 人 El} 
这 一 特殊 情 品 下 证 明 这 个 定理 . 

定理 5.5 令 了 为 一 距离 空间 ， 并 令 :XX> 了 为 一 连续 变换 ， 

则 对 伍 一 se>0 存在 一 6>0, 使 得 若 # 与 5 为 了 的 虚 , 并 且 fa 一 89| 
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6, 则 了 (中 与 8) 豆 为 e- 贸 近 . 
证 明 : 令 ce>0 为 给 定 的 . 因为 了 为 连续 的 ,所 以 对 每 一 xE1， 


可 以 找 出 一 开 球 可 一 Blz3i ra， 使 得 7(B,) 的 每 一 虚 尼 为 于 -邻近 


于 fz). 集合 族 
区 = {8.:weT} 
广 是 紧 致 集合 的 一 个 开 复 盖 ， 选 取 一 个 有 限 子 复 盖 
帮 = {Bi=1,2, ,位 
奥 在 (习题 四 选取 56>0, 使 得 若 a 与 5 为 中 的 点 并 且 19 一 5] 一 5 
则 存在 
B,, (i=1,2,., 

中 的 某 一 集合 包含 a 与 下 者 6 与 二 为 了 的 性 意 点 ， 并 且 1a 一 中 
二 8 选取 使 得 a 与 已 同时 在 Bs 中, 并且 以 e 表 示 了 中 的 距离 
晴 数 ， 我们 可 得 

ef 0, FO elf C0), Fe) telf (2), fH) E+Ee, 


2 
这 就 是 我 们 所 要 的 结论 。 必 


习题 


，{q) 证 形 在 例 3. 1 的 空间 里 , 怎 一 子 集 强 为 时 致 的 . 
(5) 证 明 在 例 3. 2 的 空间 里 , 每 -- 子 集 儿 为 肾 致 的 . 
(e) 例 3.4 的 空间 中 , 哪些 子 混 是 紧 致 的 ? 

3， 令 瑟 为 一 抵 扑 空间 ,并 令 妈 为 下 的 一 子 集 . 证 明 4 为 紧 私 的 , 充 要 条 
体 是 : 你 当 嘟 为 一 帮 闲 和 集合 使 得 于 的 每 一 有 限 个 集合 的 交 氏 与 4 相交 ， 
则 球 的 所 克 的 集合 的 交 上 与 4 相交。 

3，(9) 证 明 在 一 距离 空间 里 , 每 一 紧 致 集合 丝 为 闭 的 . 
(5) 党 一例 ， 要 求 某 一 集合 4 为 一 拓扑 空间 的 暴 致 子 集 面 4 并 不 是 
闭 的 . 

4 证明 紧 致 些 合 的 闭 子 棠 是 紧 致 的 ， 

"164* 


a 


四 


(Ga) 证 明 距 离 鹤 间 如 的 每 一 紧 数 子 集 尼 为 闲 的 而 且 是 有 界 的 - 


(8) 令 3 与 8 为 严 中 任意 一 点 ,延明 {tz:9<s< 中 为 紧 致 的 . 
(c) 证 蝎 五 的 一 予 集 4 为 紧 致 的 , 当 且 仅 当 4 为 闵 的 而 且 是 有 界 的 . 


， 令 I 三 如 :0x 过 1} 为 虑 离 空 间 下 的 一 子 集 , 并 令 


浪 |=={B(z TD):i=1， 2, 外 
为 了 的 一 个 复 盖 ， 它 包含 有 限 个 开奖， 证 明 存在 一 6->0 使 得 车 4 与 
为 了 中 的 点 ,并 片 1a 一 下 < 天 5 则 存在 开 球 
Blzss ri) G=1 2, "0 
中 的 某 一 开 球 包含 a 与. 


.在 Y= 有 了 :I 了 定 文 为 


f 00) 一 (47 一 了 2 
的 情况 下 , 检验 定理 5.5 的 结果 ， 给 定 e>0, 找 出 6>>0 的 值 , 使 得 定理 
里 的 条 件 被 满足 
8-6 完备 集 
完备 性 这 一 概念 ( 定 尺 在 下 面 ) 可 使 用 于 距离 空间 ， 但 不 是 所 


有 的 拓扑 空间 中 都 能 使 用 它 ， 困 此, 在 本 节 里 , 所 有 我 们 讨论 的 空 
间 都 是 虐 离 空间 ， 在 定义 完备 性 时 需要 用 到 点 列 的 某 一 特性 . 


距离 空间 圣 中 的 一 点 到 (zw) 称 作 一 个 “ 科 犀 "点 列 ， 当 且 仅 当 


给 定 任 一 。>>0, 存在 一 个 正 整数 mo, 使得 点 列 中 超出 第 m 项 的 任 
意 两 点 互 为 。- 邻 近 ， 以 & 作为 了 中 的 距离 函数 , 我 们 可 以 把 这 个 
定义 里 在 “使 得 "二 字 之 后 的 要 来 禾 述 如 下 : 若 >no, 且 mi>-no 则 
dr am) 之 e, 此 定 广 的 概念 是 这 样 的 , 车 e 之 0, 则 点 列 的 最 后 的 点 
互 为 -邻近 ， 一 距离 室 间 为 完 务 的 , 当 且 仅 当中 每 一 科 犀 点 列 
甸 收 化 至 中 基 一 点 ， 一 子 集 4 下 为 完备 的 ， 当 且 仅 当 4 中 的 
鳃 一 科 犀 点 列 皆 收敛 至 4 中 一 点 . 


倒 6.1 令 和 = {z:z>0 为 所 有 正 实数 的 集合 , 并 定义 
dz, = 12—y}. 


设 一 荆 ; 划 (zo) 为 一 科 尿 点 列 ， 但 是 中 不 存在 任何 一 点 为 此 
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点 列 所 收 状 到 的 点 ， 因 此 耻 不 是 完备 的 . 
例 6.2 令 X 为 任 一 集合 ,并 且 对 任意 xEX, yEN， 关 
0， 当 z= 如 
zn = 要 2 
则 XX 为 一 距离 空间 ， 如 果 (zx) 为 斑 中 之 一 科 悍 点 列 ， 则 点 列 最 终 
要 使 点 列 的 任意 两 点 互 为 亡 - 邻 近 ， 但 是 , 苹 中 两 点 互 为 地- 邻近 ， 


当 且 仅 当 它们 为 加 一 点 .由 此 , 叉 中 每 一 科 摩 点 列 必须 终归 位 于 某 
-单元 集中 。 显然 , 这样 的 点 列 一 定 收 倒 。 因 而 空间 克 为 完备 的 、 

直观 地 党, 基 些 事物 , 若 “无 一 应 存在 之 物 造 失 " 时 ， 则 它 就 是 
完备 的 ， 一 完备 空间 的 定义 要 求 , 对 每 个 点 列 , 如 果 它 的 点 适当 地 
互相 邻近 ， 则 必 存 在 北 空 间 中 的 一 点 ,使 得 此 点 列 收 就 到 此 点 上 . 
这 对 “无 一 应 存在 之 虑 遗失 "是 一 个 十 分 合理 的 解释 

例 6.1 指 出 一 个 科 尿 点 列 可 能 不 胸 效 ， 下 面 的 定理 六 述 一 个 
收 熏 点 列 必须 是 一 个 科 尿 点 列 ， 

定理 6.1 在 阳 离 宣 间 并 中 , 车 点 列 (z) 收 敏 班 四 则 (wo) 为 
一 科 犀 点 列 . - 

证 明 : 令 e>0 为 给 定 的 ， 因 为 m->m 此 点 列 必 终 妇 倍 于 开 

。 妹 有 = 瑟 刁 号 ) 中 。 注 总 瑟 中 的 企 章 两 点 必 互 为 e- 邻 过 ， 此 证 


完成 、 祥 

定理 6.2 一 距离 空间 的 紧 致 子 集 必 是 完备 的 - 

证 明 : 设 4 为 距离 空间 区 的 一 个 紧 致 子 集 ， 并 令 (z) 为 4 中 
的 一 个 科 犀 点 列 ， 出 定理 5.2, (zs) 的 某 一 子 列 收 丝 至 4 中 的 某 
一 点 ,而 这 就 蕴涵 着 (2;») 收 敛 至 同一 点 (习题 作 ， 女 

例 6.3 距离 空间 怪 乃 是 完备 的 ， 但 不 是 紧 竹 的， 我 们 在 第 
8-5 节 里 已 经 知道 吾 不 是 紧 致 的 , 所 以 这 里 只 须 证 朋 忆 为 完备 的 . 
令 (zw) 为 中 的 一 个 科 历 点 列 , 并 取 = 1， 由 科 尾 条 件 可 知 , 存在 
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一 正 整 数 io， 使 得 对 任意 rp 各 必 1- 邻 近 于 名， 投 
T= {tt lr tl 
则 了 为 号 的 一 个 紧 致 予 集 (第 8-5 节 习题 5)， 并 县 ， 由 定理 
6.2 可 知 ,了 是 完 每 的 ， 而 科 原 点 列 (zwo rr") 乃 是 在 了 中 因 
此 这 一 点 列 船 蘑 一 子 列 牧 谎 至 了 中 的 菜 一 点 ， 所 要 的 结果 也 就 得 
出 了 . 
我 们 曾经 者 到 连通 性 与 紧 致 性 营 在 连续 变换 作用 下 保 兴 不 
变 ， 这 对 完备 性 并 不 为 真 ， 事 实 上 , 亚 如 下 面 例子 所 指出 的 , 完备 
性 甚至 也 不 是 一 个 拓 拉 概念 . 
例 6.4 令 五 为 实数 集合 的 距离 空间 , 并 令 
了 一 和 :一 1<X< 匡 ， 
并 且 了 中 的 距离 定义 为 
Rlz, 及 三 jz 一 所 
则 召 为 完备 的 ( 俩 6. 3). 但 了 不 是 完备 的 ， 因 为 点 列 (1 一 1/%w) 为 I 
中 的 一 科 犀 点 到 ， 它 不 收 伍 至 了 工 中 的 点 但是， 如果 变换 f:R 了 I 
定义 为 
fo) =1iF Fr 


则 子 基 一 个 局 是 映射 (习题 5). 由 于 , 闻 与 了 是 拒 挫 等 价 空 间 ， 其 
中 一 个 是 完备 的 ， 而 另 一 个 不 是 完备 的 ， 册 此 可 得 完备 性 并 不 是 
一 种 拓 共 性 质 . 
我 们 有 许多 关于 完备 空间 的 重要 定理 、 吾 的 完备 性 可 羯 定 存 
在 一 实数 作为 点 列 
(1.4,1.41, 1.412, "+) 
的 极限 ， 如 果 定 义 这 一 点 列 的 第 呈 项 为 其 分 母 是 10 而 此 项 半 
方 小 于 2 的 最 大 有 理 数 , 则 很 容易 证 明 , 这 一 点 列 的 极 孔 之 平方 用 
为 2 再 省 , ~ 不 是 有 理 数 ， 由 此 , 避 B 的 完 和 性 获 涵 了 无 琴 数 的 
“167,. 


存在 性 . 事实 上 , 从 有 理 数 建造 实数 的 一 种 标准 方法 是 利用 一 种 称 
为 科 犀 点 列 的 完备 化 的 程序 进行 的 、 伺 我 们 在 这 里 不 去 讨论 它 


习题 


1， 在 焉 高 空间 加 中 ， 下 列 点 列 {zw) 中 哪些 是 科 界 点 列 ? 对 每 一 科 犀 点 列 ， 
求 出 它 所 收 伊 到 的 那 一 点 ， 


{9) z=1/n, (fF) zn =n /nl, 
{8) zr = (— Dr (1/N), (9) qa/ (n+ 1), 
《e) Tas1 一 1K -JsflAro， (A) zs =n (n+ 1), 
0) z= (DD*(1~1/n), (8) za =n/ (ni 二 1), 
【8] Zn 一作， (2) z= sinn, 


2, .下 询 且 的 字 集 中 ,哪些 是 完备 的 ? 
{9) 由 所 有 有 理 数 所 组 成 的 集 分 ， 
(C6) 由 扬 高 无理 数 所 组 成 的 集合 。 
(ce) 了 = {er:0<r<1}, 
(四 N={1, 2, 3, «1}, 
(e) T= {2}, 
(万 空 集合 功 - 
3. (@) 证 明 一 完备 空间 的 餐 一 闭 子 党 皆 为 完 竺 的 . 
(2) 证明 天 高 空间 的 每 一 完备 子 集 沁 为 用 的 . 
4 证明 车 (z) 为 距离 空间 XX 中 的 一 科 尿 点 列 , 并且 和 如果 (ss) 的 某 一 子 列 收 
仇 至 一 点 zt 五 , 则 点 到 (za) 上 收 化 至 x. 
5. 证 是 例 6. 4 中 的 变换 产 半 一 了 为 一 同 胚 映 射 ， 
6， 定 又 mm 为 其 分 母 为 10", 而 此 项 平方 小 于 2 的 最 大 有 有理数. 
《可 证 明 (zw) 为 科 犀 点 列 
《B》 证 明科 犀 点 列 (zw) 所 收 合 到 的 那 一 点 «满足 方程 式 天 = 2. 


了 


